
Homework13 答案

December 16, 2020

1. 假设哈密顿量为

H =

 (1− ε) 0 0
0 1 ε
0 ε 2


其中ε为一小量。
(1) 严格求解H的本征值，并展开到ε的二阶。
(2) 微扰法求非简并能级的近似能量本征值到二阶。
(3) 求简并能级的近似能量到一阶。

解：（1）求能级精确解。设H的本征矢为

 a
b
c

, 对应的本征值为E，则本征方程为

 1− ε 0 0
0 1 ε
0 ε 2

 a
b
c

 = E

 a
b
c


解得

E1 = 1− ε

E2 =
1

2
(3−

√
1 + 4ε2) ≈ 1− ε2

E3 =
1

2
(3 +

√
1 + 4ε2) ≈ 2 + ε2

(2) 对于求解某一条能级修正，我们只需要判断该能级是否简并即可，而不需要考虑其他能级
的简并情况。如果该能级非简并，我们可以直接用非简并微扰方法求解；如果该能级简并，则用简
并微扰方法求解。
在不加微扰的情况下，系统有两个能级，E

(0)
1 = E

(0)
2 = 1，二重简并；E

(0)
3 = 2，无简并。加

上微扰项

H ′ =

 −ε 0 0
0 0 ε
0 ε 0


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对于E
(0)
1 ，我们需要用简并微扰方法求解；对于E

(0)
3 ，我们可以用非简并微扰方法求解。利用非简

并微扰论二级近似公式

En = E(0)
n +H ′nn +

′∑
k

|H ′kn|2

E
(0)
n − E(0)

k

得到E3的近似能量本征值

E3 = E
(0)
3 +H ′33 +

|H ′13|2

E
(0)
3 − E(0)

1

+
|H ′23|2

E
(0)
3 − E(0)

2

= 2 + ε2

(3) 用简并微扰方法求解E1到一级近似. 设零级近似波函数ψ(0) =

 a
b
0

 , a,b 满足方程

(
H ′11 − E

(1)
1 H ′12

H ′21 H ′22 − E
(1)
1

)(
a
b

)
= 0(

−ε− E(1)
1 0

0 −E(1)
1

)(
a
b

)
= 0

解得

E
(1)
1 = −ε

E
(1)
2 = 0

因此

E1 ≈ 1− ε
E2 ≈ 1

2 粒子在二维方形无限深势阱(边长为a)中运动。
(1) 写出能级和能量本征函数。
(2) 加上微扰H ′ = λxy, 求给出粒子发光的最低几个频率。
注：此题的微扰定义得不清楚，导致选取不同的坐标系，微扰不同

解：第一种情况，选取势场为

V (x, y) =

{
0, 0 ≤ x, y ≤ a
∞, others

(1) H(0)的本征值和波函数为

E(0)
n1n2

=
(n2

1 + n2
2)π2h̄2

2ma2

ψ
(0)
n1n2 =

2

a
sin

n1π

a
xsin

n2π

a
y, 0 ≤ x, y ≤ a

n1, n2 = 1, 2, · · ·
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(2) 微扰为

H ′ = λxy

基态能级是非简并的，能级和本征函数为

E
(0)
11 =

2π2h̄2

ma2

ψ
(0)
11 =

2

a
sin

π

a
xsin

π

a
y, 0 ≤ x, y ≤ a

基态能级的一级修正为

E
(1)
11 = 〈ψ(0)

11 |H ′|ψ
(0)
11 〉

=
4λ

a2

∫ a

0

∫ a

0

xysin2πx

a
sin2πy

a
dxdy =

λ

4
a2

而第一基发态能级是二度简并的，能级和本征函数为

E
(0)
1 ≡ E

(0)
12 =

5π2h̄2

ma2

φ1 ≡ ψ
(0)
12 =

2

a
sin

π

a
xsin

2π

a
y, 0 ≤ x, y ≤ a

E
(0)
2 ≡ E

(0)
21 =

5π2h̄2

ma2

φ2 ≡ ψ
(0)
21 =

2

a
sin

2π

a
xsin

π

a
y, 0 ≤ x, y ≤ a

设零级近似波函数ψ
(0)
1 = aφ1 + bφ2 =

(
a
b

)
, a,b 满足方程

(
H ′11 − E

(1)
1 H ′12

H ′21 H ′22 − E
(1)
1

)(
a
b

)
= 0

其中

H ′11 = 〈φ1|λxy|φ1〉 =
λa2

4

H ′12 = 〈φ1|λxy|φ2〉 =
256λa2

81π4

H ′21 = 〈φ2|λxy|φ1〉 =
256λa2

81π4

H ′22 = 〈φ2|λxy|φ2〉 =
λa2

4

解得

E
(1)
1 =

λa2

4
(1± 1024

81π4
)
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因此得到第一激发态劈裂能级

E1 ≈ 5π2h̄2

ma2
+
λa2

4
(1− 1024

81π4
)

E2 ≈ 5π2h̄2

ma2
+
λa2

4
(1 +

1024

81π4
)

粒子发光的最低几个频率为

ω1 = E1 − E11 =
3π2h̄

ma2
− 256λa2

81π4

ω2 = E2 − E11 =
3π2h̄

ma2
+

256λa2

81π4

第二种情况，选取势场为

V (x, y) =

{
0, −a

2
≤ x, y ≤ a

2
∞, others

(1) H(0)的本征值和波函数为

E(0)
n1n2

=
(n2

1 + n2
2)π2h̄2

2ma2

ψ
(0)
n1n2 =

2

a
sin

n1π

a
(x+

a

2
)sin

n2π

a
(y +

a

2
), 0 ≤ x, y ≤ a

n1, n2 = 1, 2, · · ·

(2) 基态能级的一级修正为

E
(1)
11 = 〈ψ(0)

11 |H ′|ψ
(0)
11 〉 = 0

对于第一基发态，计算得到

H ′11 = 0

H ′12 =
256λa2

81π4

H ′21 =
256λa2

81π4

H ′22 = 0

解得

E
(1)
1 = ±λa

2

4

1024

81π4

因此得到第一激发态劈裂能级

E1 ≈ 5π2h̄2

ma2
− λa2

4

1024

81π4

E2 ≈ 5π2h̄2

ma2
+
λa2

4

1024

81π4
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粒子发光的最低几个频率为

ω1 = E1 − E(0)
11 =

3π2h̄

ma2
− 256λa2

81π4

ω2 = E2 − E(0)
11 =

3π2h̄

ma2
+

256λa2

81π4

3 苯分子（苯环）的自由电子模型认为电子在一个环上运动（半径为R）。
(1) 如果是自由运动，写出能级与能量本征函数。
(2) 电子会受到微扰H ′ = −V0cos(6φ). 请写出能级到一级修正。找出发生能级劈裂的能级。

解：(1) 在环上自由电子的哈密顿量为

H(0) ==
L2
z

2µR2
− h̄2

2µR2

d2

dϕ2

能量本征值和本征函数分别为

φ(0)
m (ϕ) =

1√
2π
eimϕ

E(0)
m =

m2h̄2

2µR2

m = 0,±1,±2, · · ·

(2) 除了基态（m=0）非简并之外，其他能级均为二度简并。规定m > 0，设零级近似波函

数ψ
(0)
m = aφm + bφ−m =

(
a
b

)
, a,b 满足方程

(
H ′m,m − E

(1)
m H ′m,−m

H ′−m,m H ′−m,−m − E
(1)
m

)(
a
b

)
= 0

其中

H ′m,m = 〈φm|H ′|φm〉 = 0

H ′−m,−m = 〈φ−m|H ′|φ−m〉 = 0

H ′−m,m = 〈φ−m|H ′|φm〉 = −V0

4π

∫ 2π

0

(ei(2m+6)ϕ + ei(2m−6)ϕ)dϕ

= −V0

2
δm,3

H ′m,−m = 〈φm|H ′|φ−m〉 = −V0

2
δm,3

化简后得到 (
−E(1)

m −V0

2 δm,3

−V0

2 δm,3 −E(1)
m

)(
a
b

)
= 0
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解得

E(1)
m = ±V0

2
δm,3

可知当m 6= 3时，能级一级微弱修正为0。只有m = 3时，对应能级在一级微扰下分裂。
4.(1)写出l = 2时，L2, J2, Jz的共同本征态，表示成L

2, Lz, S
2, Sz的共同本征态的叠加（一一列

出所有态，共10个）
(2)写出j = 1/2的L2, J2, JZ的共同本征态。
解：(1)由于l = 2,则总角动量量子数j可以有两种取值，j = 5/2或者j = 3/2，

j = 5/2,mj = −5/2,−3/2, · · · , 3/2, 5/2.
j = 3/2,mj = −3/2,−1/2, 1/2, 3/2.

以上总共有10种状态，|l, j,mj〉表示成L2, Lz, S
2, Sz的共同本征态的|l,m,ms〉的叠加：

当j = 5/2, m = mj − 1/2, mj = −5/2,−3/2,−1/2, 1/2, 3/2, 5/2

φ2,5/2,mj
=

1√
5

( √
3 +mYl,m√

2−mYl,m+1

)
(1)

也可以用CG系数表示

|2, 5/2,mj〉 =

√
5
2 +mj

5
|2,m, 1/2〉+

√
5
2 −mj

5
|2,m+ 1,−1/2〉 (2)

当j = 3/2, 定义m = mj − 1/2, mj = −3/2,−1/2, 1/2, 3/2

φ2,3/2,mj
=

1√
5

(
−
√

2−mYl,m√
3 +mYl,m+1

)
(3)

|2, 3/2,mj〉 = −

√
5
2 −mj

5
|2,mj − 1/2, 1/2〉+

√
5
2 +mj

5
|2,mj + 1/2,−1/2〉 (4)

(2)当自旋与轨道角动量‘同向’时，j = l + 1/2, 因而有l = 0

|0, 1/2, 1/2〉 =
1√

2l + 1

(√
l +m+ 1Yl,m |+〉+

√
l −mYl,m+1 |−〉

)
(5)

= Y00 |+〉
其中mj = 1/2,m = 0,m+ 1 = 1 (6)

|0, 1/2,−1/2〉 =
1√

2l + 1

(√
l +m+ 1Yl,m |+〉+

√
l −mYl,m+1 |−〉

)
= Y00 |−〉

其中mj = −1/2,m = −1,m+ 1 = 0 (7)
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当自旋与轨道角动量反向时，j = l − 1/2,因而有l = 1且mj = ±1/2

|1, 1/2,mj〉 =
1√

2l + 1

(
−
√
l −mYl,m |+〉+

√
l +m+ 1Yl,m+1 |−〉

)

mj = 1/2,m = 0, |1, 1/2, 1/2〉 =
1√
3

(−Y10 |+〉+
√

2Y11 |−〉)

mj = −1/2,m = −1, |1, 1/2,−1/2〉 =
1√
3

(−
√

2Y1−1 |+〉+ Y10 |−〉)

5.某电子的波函数的角度部分为Yl0χ1/2, 其中χ1/2表示自旋处于|+, z〉. 计算J2的期望值，可能

测量值和相应几率。

解：因为~L2, Lz, ~S
2, Sz相互对易，所以它们的共同本征矢|l,m, s, sz〉组成一套正交归一的完备基。

以这些本征矢作为基矢的表象称之为非耦合表象。另一方面， ~J2, Jz, ~L
2, ~S2也相互对易，它们有共

同本征矢|l, s, j,mj〉c, 其表象称之为耦合表象( ~J为总角动量, 为区分方便我们用下角标c来区分耦合
表象基矢)。总角动量量子数j取值为l + s, l + s − 1, · · · , |l − s|. 对于一般的自旋轨道耦合，s = 1

2 ,
j = l ± 1

2 .

方法一，直接计算
电子波函数对应非耦合表象下的基矢|l, 0, 1/2, 1/2〉. 在自旋Sz表象下，可以写成两分量形式

|l0〉 ⊗
(

1
0

)
=

(
|l0〉
0

)
.
直接计算 ~J2的期望值

〈 ~J2〉 = 〈(~L+ ~S)2〉 = 〈~L2 + ~S2 + 2~S · ~L〉

= [l(l + 1) +
3

4
]h̄2 + h̄

(
〈l, 0|, 0

)( Lz L+

L− −Lz

)(
|l, 0〉

0

)
= [l(l + 1) +

3

4
]h̄2 + h̄(〈l, 0|Lz|l, 0〉)

= [l(l + 1) +
3

4
]h̄2

(注意，〈 ~J2〉 6= 〈~L2 + ~S2〉)
如果l = 0, 则总角动量量子数j的可能取值为 1

2 , ~J2的期望值为 3
4 h̄

2. 可能测量值为 3
4 h̄

2,概率为1.

若l 6= 0, 则总角动量量子数j的可能取值为l + 1
2 , l −

1
2 , ~J2的可能测量值为(l + 1

2 )(l + 3
2 )h̄2, (l +

1
2 )(l − 1

2 )h̄2.

设 ~J2取(l + 1
2 )(l + 3

2 )h̄2概率为p, 则有

p(l +
1

2
)(l +

3

2
)h̄2 + (1− p)(l +

1

2
)(l − 1

2
)h̄2 = [l(l + 1) +

3

4
]h̄2

解得p = l+1
2l+1 . 故 ~J2取(l + 1

2 )(l + 3
2 )h̄2, (l + 1

2 )(l − 1
2 )h̄2概率分别为 l+1

2l+1 ,
l

2l+1
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方法二，将非耦合表象下的波函数按照耦合表象下的基矢展开
因为|l,m = 0, s = 1

2 , sz = 1
2 〉是Jz的本征态(mj = 1

2 ), j只能取l+ 1/2和l− 1/2两种可能值，所以
可以展开为|l, 1

2 , l + 1
2 ,

1
2 〉c, |l,

1
2 , l −

1
2 ,

1
2 〉c的叠加

|l, 0, 1

2
,

1

2
〉 = c1|l,

1

2
, l +

1

2
,

1

2
〉c + c2|l,

1

2
, l − 1

2
,

1

2
〉c

其中

c1 = c〈l,
1

2
, l +

1

2
,

1

2
|l, 0, 1

2
,

1

2
〉 = (

l + 1

2l + 1
)

1
2

c2 = c〈l,
1

2
, l − 1

2
,

1

2
|l, 0, 1

2
,

1

2
〉 = −(

l

2l + 1
)

1
2

系数c1, c2可以直接从耦合表象与非耦合表象关系的公式看出来。
~J2作用到本征矢|l, s = 1/2, j = l + 1

2 ,mj = 1
2 〉c, |l, s = 1/2, j = l − 1

2 ,mj = 1
2 〉c的本征值依次

为(l + 1
2 )(l + 3

2 )h̄2, (l + 1
2 )(l − 1

2 )h̄2, 对应的取值概率即为系数的模方 l+1
2l+1 ,

l
2l+1。

6.在φljmj下计算Sz的期望值。
解：Sz的期望值应该分为两部分去讨论，即j = l + 1/2和j = l − 1/2
当j = l + 1/2时，

φljmj
=

1√
2l + 1

(√
l +m+ 1Yl,m |+〉+

√
l −mYl,m+1 |−〉

)

〈Sz〉 = φ†ljmj
Szφljmj

=
1

2l + 1
[(l +m+ 1)− (l −m)]

h̄

2

=
2m+ 1

2l + 1

h̄

2
(8)

当j = l − 1/2时，

φljmj =
1√

2l + 1

(
−
√
l −mYl,m |+〉+

√
l +m+ 1Yl,m+1 |−〉

)

〈Sz〉 = φ†ljmj
Szφljmj

=
1

2l + 1
[(l −m)− (l +m+ 1)]

h̄

2

= −2m+ 1

2l + 1

h̄

2
(9)

7.氢原子的能级有相对论修正：动能T = p2

2m −
p4

8m3c2 + · · ·.
(1) 阅读Griffiths书相关内容；
(2) 选取好量子数，把修正与自旋轨道角动量耦合带来的修正合并。

(此题供阅读).
解：考虑相对论修和自旋轨道耦合带来的修正，体系的哈密顿量为

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′
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Ĥ0 =
p̂2

2m
− e2

r

Ĥ ′ = − p̂4

8m3c2
+ ξ(r)~S · ~L

ξ(r) =
1

2m2c2
1

r

dV

dr
=

e2

2m2c2
1

r3

除了基态以外，H0的本征能量En是n
2度简并的。求解简并微扰的能级修正时，需要解关

于H ′的久期方程（久期方程的根即为简并能级的一级修正）。由于[ ~J, ~S · ~L] = 0, [~L2, ~S · ~L] =

0, [~S2, ~S · ~L] = 0, [~L, ~S · ~L] 6= 0, [~S, ~S · ~L] 6= 0, ~L, ~S不再是守恒量，而 ~J却是守恒量。如果选取非耦合
表象，H ′非对角项有非零值，这必然增加了计算量。而H ′在耦合表象中是对角的。因此选取耦合
表象，H ′的对角元恰好是能级的一级修正。
设耦合表象的本征态为|n, l, s, j, jz〉(j为总角动量的好量子数)。计算能级修正，我们需要先对微

扰项做一下变换处理

H ′ = − 1

2mc2
(
p2

2m
)2 +

1

2
ξ(r)( ~J2 − ~L2 − ~S2)

= − 1

2mc2
(H0 +

e2

r
)2 +

1

2
ξ(r)( ~J2 − ~L2 − ~S2)

= − 1

2mc2
[H2

0 +
e4

r2
+ e2(H0

1

r
+

1

r
H0)] +

1

2
ξ(r)( ~J2 − ~L2 − ~S2)

利用上式计算H ′的对角元

E(1)
n = 〈n, l, s, j, jz|H ′|n, l, s, j, jz〉

= − 1

2mc2
〈n, l, s, j,mj |[H2

0 +
e4

r2
+ e2(H0

1

r
+

1

r
H0)]|n, l, s, j,mj〉

+〈n, l, s, j,mj |
1

2
ξ(r)( ~J2 − ~L2 − ~S2)|n, l, s, j,mj〉

= − 1

2mc2
[E(0)2
n + e4〈 1

r2
〉+ 2e2E(0)2

n 〈1
r
〉]

+
[j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4 ]h̄2e2

4m2c2
〈 1

r3
〉

其中E
(0)
n = − e2

2an2 , 利用Kramer递推公式

λ+ 1

n2
〈rλ〉 − (2λ+ 1)a〈rλ−1〉+

λ

4
[g(2l + 1)2 − λ2]a2〈rλ−2〉 = 0

我们可解得

〈1
r
〉 =

1

n2a

〈 1

r2
〉 =

1

(l + 1/2)n3

1

a2

〈 1

r3
〉 =

1

l(l + 1/2)(l + 1)n3

1

a3

9



代入上式得

E(1)
n = − 1

2mc2
[
e4

4a2n4
− e4

a2n4
+

e4

(l + 1/2)n3a2
] +

[j(j + 1)− l(l + 1)− 3
4 ]h̄2e2

4m2c2
1

l(l + 1/2)(l + 1)n3

1

a3

= − e4

2mc2a2

1

n4
[

2n

2l + 1
− 3

4
−
n(j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4 )

2l(l + 1/2)(l + 1)
]

= −mc
2

2
(
α

n
)4[

2n

2l + 1
− 3

4
−
n(j(j + 1)− l(l + 1)− 3

4 )

2l(l + 1/2)(l + 1)
]

当j = l + 1
2时，

E(1)
n = −mc

2

2
(
α

n
)4[

2n

(2l + 1)
− 3

4
− n

(2l + 1)(l + 1)
] = −mc

2

2
(
α

n
)4[

n

l + 1
− 3

4
]

当j = l − 1
2时，

E(1)
n = −mc

2

2
(
α

n
)4[

2n

(2l + 1)
− 3

4
+

n

l(2l + 1)
] = −mc

2

2
(
α

n
)4[
n

l
− 3

4
]

综上得

E(1)
n = −mc

2

2
(
α

n
)4[

n

j + 1
2

− 3

4
]

其中α = e2

h̄c为精细结构常数.
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