
Homework1 答案

1. 证明: 如果Ψ(x)是归一化的, 那么动量表象波函数ϕ(p)也是.

证1: 由于Ψ(~x) = 1
(2πh̄)3/2

∫
d3~pϕ(~p)e

i
h̄ ~p·~x

1 =

∫
d3~x|Ψ(~x)|2

=

∫
d3~xΨ(~x)Ψ∗(~x)

=

∫
d3~x

1

(2πh̄)3/2

∫
d3~pϕ(~p)e

i
h̄ ~p·~x · 1

(2πh̄)3/2

∫
d3~p′ϕ∗(~p′)e−i

h̄ ~p′·~x

=

∫
d3~p

∫
d3~p′ϕ(~p)ϕ∗(~p′) 1

(2πh̄)3

∫
d3~xe

i
h̄ (~p−~p′)·~x

=

∫
d3~p

∫
d3~p′ϕ(~p)ϕ∗(~p′)δ(~p− ~p′)

=

∫
d3~pϕ(~p)ϕ∗(~p)

=

∫
d3~p|ϕ(~p)|2

证2: 利用ϕ(~p) = 1
(2πh̄)3/2

∫
d3~xΨ(~x)e

−i
h̄ ~p·~x

∫
d3~p|ϕ(~p)|2 =

∫
d3~p

1

(2πh̄)3/2

∫
d3~xΨ(~x)e−

i
h̄ ~p·~x · 1

(2πh̄)3/2

∫
d3~x′Ψ∗(~x′)e i

h̄ ~p·~x′

=

∫
d3~x

∫
d3~x′Ψ(~x)Ψ∗(~x′) 1

(2πh̄)3

∫
d3~pe

i
h̄ ~p·(~x′−~x)

=

∫
d3~x

∫
d3~x′Ψ(~x)Ψ∗(~x′)δ(~x′ − ~x)

=

∫
d3~xΨ(~x)Ψ∗(~x)

= 1

2. 已知粒子的波函数Ψ(x) = Aexp[−α2x2

2 + ip0x
h̄ ], (1) 计算位置统计平均(期望值); (2) 求其动量

表象波函数ϕ(p). (3)计算其动量统计平均(又称期望值)和不确定度(标准差); (4)计算其动能期望值.
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解:(1)

< x > =

∫
∞

−∞

dx xΨ(x)Ψ∗(x)

= A2

∫
∞

−∞

dx xexp(−α2x2)

因为xexp(−α2x2)是奇函数,所以< x >= 0.
(2) 计算归一化因子A

1 =

∫
∞

−∞

dx|Ψ(x)|2

= A2

∫
∞

−∞

dx exp(−α2x2)

= A2

√
π

α

A = (
α2

π
)

1

4

ϕ(p) =
1

(2πh̄)
1

2

A

∫
∞

−∞

dxexp(−α2x2/2 + i
p0x

h̄
) · exp(−ipx

h̄
)

=
1

(2πh̄)
1

2

A

∫
∞

−∞

dxexp{−α2[x2 − 2i(p0 − p)x

α2h̄
]}

=
1

(2πh̄)
1

2

A

∫
∞

−∞

dxexp[−α
2

2
(x− i(p0 − p)

α2h̄
)2] · exp(− (p− p0)

2

2α2h̄2
)

=
1

(πh̄2α2)
1

4

exp[− (p− p0)
2

2α2h̄2
]

(3) 令p′ = p− p0, ϕ′(p) = 1

(πh̄2α2)
1

4

exp[− p2

2α2h̄2 ]

< p > =

∫
∞

−∞

dp p|ϕ(p)|2

=

∫
∞

−∞

dp′(p0 + p′)|ϕ′(p′)|2

=

∫
∞

−∞

dp′ p0|ϕ′(p′)|2

= p0

< p2 > =

∫
∞

−∞

dp p2|ϕ(p)|2

=

∫
∞

−∞

dp′(p0 + p′)2|ϕ′(p′)|2
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=

∫
∞

−∞

dp′ (p20 + 2p0p′+ p′2)|ϕ′(p′)|2

= p20 +

∫
∞

−∞

dp′ (p′)2|ϕ′(p′)|2

= p20 +
α2h̄2

2

其中利用了公式
∫
∞

−∞
dxx2ne−x2

= (2n−1)!!
2n

√
π.

∆p = (< p2 > − < p >2)
1

2 =
αh̄√
2

(4) < T >= <p2>
2m =

p2

0

2m + α2h̄2

4m

3 推导出动量表象下的坐标算符

〈x〉 =
∫

|ψ(x)|2xdx =

∫
ψ∗(x)ψ(x)xdx

ψ∗(x) =

∫
1

(2πh̄)
1

2

ϕ∗(p)e−i p
h̄xdp

⇒ 〈x〉 =
∫

dpdx

(2πh̄)
1

2

ϕ∗(p)e−i p
h̄xxψ(x)

ih̄
d

dp
e−i p

h̄x = xe−i p
h̄x

⇒ 〈x〉 =
∫

dpdx

(2πh̄)
1

2

ϕ∗(p)ih̄
d

dp
e−i p

h̄xψ(x)

ϕ(p) =
1

(2πh̄)
1

2

∫
ψ(x)e−i p

h̄xdx

⇒ 〈x〉 =
∫
ϕ∗(p)(ih̄

d

dp
)ϕ(p)dp

⇒ x̂ = ih̄
d

dp

4. 一张纸画满间距为l的平行线. 往纸上扔长度为l的火柴. 问火柴跟线相交的几率是多少? (提
示: 假设扔下的火柴与线成θ角,其中心距离最近的线为x,那么它跟线相交的条件是什么?)

解: 设火柴与垂直方向成θ角,竖直距离为lcosθ. 给定角度θ,火柴与线相交的条件为其中心距线的距
离x < lcosθ

2 . 我们知道火柴中心距离最近的线的距离按 1
l的几率密度分布在[− l

2 ,
l
2 ]区间,因此,在给

定θ下,火柴与线相交的几率为 2lcosθ
2l = cosθ (θ的取值范围为(−π

2 ,
π
2 ]), θ在−π

2到
π
2之间等几率密度取

值,即ρ(θ) = 1
π . 因此, 角度为θ同时与平行线相交的几率为ρ(θ)dθ · cosθ. 则不论角度如何,与平行线

相交的几率为

∫ π
2

−π
2

ρ(θ)dθ · cosθ =
∫ π

2

−π
2

cosθ

π
dθ =

2

π

3


