
Homework6 答案

November 8, 2019

1.在Sz表象下，求解Sy的本征方程，写出本征值和本征矢。
解：在Sz表象下，

Sy =
h̄

2

(
0 −i
i 0

)
(1)

设本征矢为

|α >=

(
a
b

)
(2)

对应的本征值为λ,则有：

h̄

2

(
0 −i
i 0

)(
a
b

)
= λ

(
a
b

)
(3)

从而得到久期方程 ∣∣∣∣ −λ − h̄2 i
h̄
2 i −λ

∣∣∣∣ = 0 (4)

解得λ = ± h̄2 , 将本征值依次带入式（3）得到相应的归一化本征矢

λ1 =
h̄

2
, |+, Sy > =

1√
2

(
1
i

)
(5)

λ2 = − h̄
2
, |−, Sy > =

1√
2

(
1
−i

)
(6)

2. 一个自旋1/2的粒子处于|+, z >态，计算< Sy >,< Sx >。（请使用两种方式计算：1. 根据量子
力学测量原理，同时回答测量值与相应几率；2.利用期望值的矩阵计算公式）

解：(1)根据量子力学测量原理，

|+, z >=
1√
2

(|+, x > +|−, x >) (7)
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所以测得Sx为
h̄
2的概率为

1
2 ,为−h̄2 的概率为

1
2。

|+, z >=
1√
2

(|+, y > +|−, y >) (8)

所以测得Sy为
h̄
2的概率为

1
2 ,为−h̄2 的概率为

1
2。

综上，

< Sx >=
h̄

2
∗ 1

2
+ (− h̄

2
) ∗ 1

2
= 0 (9)

< Sy >=
h̄

2
∗ 1

2
+ (− h̄

2
) ∗ 1

2
= 0 (10)

(2)利用期望值的矩阵计算公式:
在Sz表象下，初始态为：

|+, Sz >=

(
1
0

)
(11)

< Sy > =
h̄

2

(
1 , 0

)( 0 −i
i 0

)(
1
0

)
= 0

(12)

< Sx > =
h̄

2

(
1 , 0

)( 0 1
1 0

)(
1
0

)
= 0

(13)

3. ~n为任意方向(θ, φ)的单位矢量，σn = ~n ·~σ为泡得算符在该方向的投影。（也就是Stern-Galach装
置沿~n方向设置，观察该方向的偏转）
（1）写出Sz表象下，σn的矩阵表示，并求出本征值和本征矢；
（2）对于σn的本征矢计算σx, σy, σz的期望值和标准偏差；
（3）如果处于σn的+1的本征态的一束中性粒子自旋1/2粒子通过沿x方向设置的Stern-Galach装
置，会分裂成几束？强度比是多少？（强度比就是粒子数比）；
（4）如果中性1/2粒子通过x方向设置的Stern-Galach装置后，取Sx = h̄

2的一束，让它通过沿~n方向
设置的Stern-Galach装置，请问分成几束？强度比是多少？

解：（1）σx, σy, σz在Sz表象下的矩阵表示为

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
,
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代入σn = ~n · ~σ得到

σn = nx ·
(

0 1
1 0

)
+ ny ·

(
0 −i
i 0

)
+ nz ·

(
1 0
0 −1

)
= cosφsinθ ·

(
0 1
1 0

)
+ sinφsinθ ·

(
0 −i
i 0

)
+ cosθ ·

(
1 0
0 −1

)
=

(
cosθ cosφsinθ − isinφsinθ

cosφsinθ + isinφsinθ −cosθ

)
=

(
cosθ sinθe−iφ

sinθeiφ −cosθ

)
(14)

设σn的本征值和本征矢分别为λ, |α >=
(
a
b

)
，且有|a|2 + |b|2 = 1, 由shrodinger方程可得(

cosθ sinθe−iφ

sinθeiφ −cosθ

)(
a
b

)
= λ

(
a
b

)
(15)

从而得到久期方程 ∣∣∣∣ cosθ − λ sinθe−iφ

sinθeiφ −cosθ − λ

∣∣∣∣ = 0 (16)

解得λ = ±1, 将本征值依次带入式（15）得到相应的归一化本征矢：

λ1 = 1, |+, σn > =

(
cos θ2e

−iφ2

sin θ2e
iφ2

)
(17)

λ2 = −1, |−, σn > =

(
sin θ2e

−iφ2

−cos θ2e
iφ2

)
(18)

以上本征矢有规范自由度，可以乘以任意模为一的复数，比如exp iφ
(2) σn的本征值为1时：σx, σy, σz 的期望值为

< σx > =
(
cos θ2e

iφ2 , sin θ2e
−iφ2

)(
0 1
1 0

)(
cos θ2e

−iφ2

sin θ2e
iφ2

)
= sinθcosφ (19)

< σy > =
(
cos θ2e

iφ2 , sin θ2e
−iφ2

)(
0 −i
i 0

)(
cos θ2e

−iφ2

sin θ2e
iφ2

)
= sinθsinφ (20)

< σz > =
(
cos θ2e

iφ2 , sin θ2e
−iφ2

)(
1 0
0 −1

)(
cos θ2e

−iφ2

sin θ2e
iφ2

)
= cosθ (21)
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σn的本征值为-1时：σx, σy, σz 的期望值为

< σx > =
(
sin θ2e

iφ2 , −cos θ2e
−iφ2

)( 0 1
1 0

)(
sin θ2e

−iφ2

−cos θ2e
iφ2

)
= −sinθcosφ (22)

< σy > =
(
sin θ2e

iφ2 , −cos θ2e
−iφ2

)( 0 −i
i 0

)(
sin θ2e

−iφ2

−cos θ2e
iφ2

)
= −sinθsinφ (23)

< σz > =
(
sin θ2e

iφ2 , −cos θ2e
−iφ2

)( 1 0
0 −1

)(
sin θ2e

−iφ2

−cos θ2e
iφ2

)
= −cosθ (24)

由于

σ2
x =

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= I2×2 (25)

σ2
y =

(
0 −i
i 0

)(
0 −i
i 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= I2×2 (26)

σ2
z =

(
1 0
0 −1

)(
1 0
0 −1

)
=

(
1 0
0 1

)
= I2×2 (27)

故

< σ2
x >= 1 (28)

< σ2
y >= 1 (29)

< σ2
z >= 1 (30)

σn的本征值为1时,σx, σy, σz的标准偏差为

∆σx =
√
< σ2

x > − < σx >2 =
√

1− sin2θcos2φ

∆σy =
√
< σ2

y > − < σy >2 =
√

1− sin2θsin2φ

∆σz =
√
< σ2

z > − < σz >2 = |sinθ|

σn的本征值为-1时,σx, σy, σz的标准偏差为

∆σx =
√
< σ2

x > − < σx >2 =
√

1− sin2θcos2φ

∆σy =
√
< σ2

y > − < σy >2 =
√

1− sin2θsin2φ

∆σz =
√
< σ2

z > − < σz >2 = |sinθ|

(3) 由于σx只能取±1两种情况，故一般分成两束。取θ = π
2 , φ = 0,又易求σx的本征值和本征矢为

λ1 = 1, |+, Sx > =
1√
2

(
1
1

)
(31)

λ2 = −1, |−, Sx > =
1√
2

(
1
−1

)
(32)
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σn本征值为1的本征矢|+, σn >=
(cos θ2 e−i φ2
sin θ2 e

i
φ
2

)
是|+, Sx >, |−, Sx >的叠加态：

|+, σn >= a|+, Sx > +b|−, Sx > (33)

其中|a|2 + |b|2 = 1，利用本征态矢正交归一性可得

a = < +, Sx|+, σn >

=
1√
2

(
1 1

)( cos θ2e
−iφ2

sin θ2e
iφ2

)

=
1√
2

(cos
θ

2
e−i

φ
2 + sin

θ

2
ei
φ
2 ) (34)

b = < −, Sx|+, σn >

=
1√
2

(
1 − 1

)( cos θ2e
−iφ2

sin θ2e
iφ2

)

=
1√
2

(cos
θ

2
e−i

φ
2 − sinθ

2
ei
φ
2 ) (35)

由此得到自旋向上概率|a|2和自旋向下概率|b|2

|a|2 =
1√
2

(cos
θ

2
e−i

φ
2 + sin

θ

2
ei
φ
2 ) · 1√

2
(cos

θ

2
ei
φ
2 + sin

θ

2
e−i

φ
2 )

=
1

2
(cos2 θ

2
+ sin2 θ

2
+ cos

θ

2
sin

θ

2
(eiφ + e−iφ))

=
1

2
(1 + sinθcosφ) (36)

|b|2 = 1− |a|2 =
1

2
(1− sinθcosφ) (37)

因此强度比为

|a|2

|b|2
=

1 + sinθcosφ

1− sinθcosφ
(38)

(4)同上，一般分成两束。σx本征值为1的本征矢|+, Sx >= 1√
2

(
1
1

)
是|+, σn >=

(cos θ2 e−i φ2
sin θ2 e

i
φ
2

)
及|−, σn >=(sin θ2 e−i φ2

−cos θ2 e
i
φ
2

)
的叠加态：

|+, Sx >= c|+, σn > +d|−, σn > (39)

其中|c|2 + |d|2 = 1，利用本征态矢正交归一性可得

c = < +, σn|+, Sx >=< +, Sx|+, σn >∗= a∗

(40)
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即c为（3）中a的复共轭。因此强度比仍为

|c|2

|d|2
=

1 + sinθcosφ

1− sinθcosφ
(41)

4.设某二能级系统的哈密顿量为H = ε(|1 >< 1| − |2 >< 2| + |1 >< 2| + |2 >< 1|) 这
里|1 >, |2 >是正交归一完备基。求H的本征值和归一化的本征矢。请用H的本征矢写出H的矩阵。

解: 以|1 >, |2 >为基矢，

H11 =< 1|H|1 >=< 1|ε(|1 >< 1| − |2 >< 2|+ |1 >< 2|+ |2 >< 1|)|1 >= ε (42)

其余矩阵元同理可得，则H的矩阵表示为：

H = ε

(
1 1
1 −1

)
(43)

设H的本征值和本征矢为E = ελ, |E >=
(
a
b

)
, 由schrodinger方程得(

1 1
1 −1

)(
a
b

)
= λ

(
a
b

)
√

2

(
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)(
a
b

)
= λ

(
a
b

)
(44)

利用题3结果，取θ = π
4 , φ = 0得到本征值和本征矢

λ1 =
√

2, E1 =
√

2ε, |E1 > =

(
cosπ8
sinπ8

)
(45)

λ2 = −
√

2, E2 = −
√

2ε, |E2 > =

(
sinπ8
−cosπ8

)
(46)

以|E1 >, |E2 >为基矢，H的矩阵表示为（对角元即为本征值）：

H =
√

2ε

(
1 0
0 −1

)
(47)

5.证明：eiaσz = cosa+ iσzsina，其中a是常数。

证明：利用σ2
z = 1

eiaσz =

∞∑
n=0

(ia)nσnz
n!

=

∞∑
k=0

(ia)2k+1σ2k+1
z

(2k + 1)!
+

∞∑
k=0

(ia)2kσ2k
z

(2k)!

= iσz

∞∑
k=0

(−1)k(a)2k+1

(2k + 1)!
+

∞∑
k=0

(−1)k(a)2k

(2k)!

= cosa+ iσzsina
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