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Chapter 1

波波波函函函数数数和和和薛薛薛定定定谔谔谔方方方程程程

1.1 概概概率率率初初初步步步

1.1.1 随随随机机机事事事件件件的的的概概概率率率

世界上充满了随机事件：一定条件下，一个事件可能发生也可能不发生耮 例如：掷骰子掷出耶，投篮投中，

掷硬币出国徽，六盒彩中大奖，摸牌摸到大王· · · 耮 这并不等于说没有规律，我们可以用概率（或几率）来
描述随机事件耮

概概概率率率的的的定定定义义义：：：

经验表明，在一次试验中，一个随机事件是否发生不好说。如果N次相同的试验耨N →∞耩中，某一事件

（A事件）发生的次数NA与N之比趋于稳定的极限值

聬聩聭
N→∞

NA
N

耽 P 耨A耩 耨耱耮耱耩

则P 耨A耩被称作事件A发生的概率耮

对于有M个同样可能性事件的情况耨通常根据对称性可以判断耩耬 每个事件发生的概率自然为耱/M 耮 比

如掷骰子的情况，出现耱点到耶点是耶个不同的随机事件。每个事件以同样的可能性发生，其概率自然

是limN→∞NA/N 耽 耱/耶耮

互互互斥斥斥事事事件件件(muturally exclusive)的的的加加加法法法定定定理理理

如果两个随机事件在一次观测中不可能同时发生耬 这两个事件称为互斥事件耮 例如在掷骰子时耬 出现耱点与

出现耳点是互斥事件耮

若A、B互斥，问事件A或事件B出现耨记为A耫B耩的概率是多少？设想作N次观测耬事件A出现NA次耬 B出

现NB次耬 则A或B出现的概率为

聬聩聭
N→∞

NA 耫NB
N

耽 P 耨A耩 耫 P 耨B耩 ≡ P 耨A耫B耩 耨耱耮耲耩

加法定理可以推广到多个互斥事件的情形

P 耨A1耩 耫 P 耨A2耩 耫 P 耨A3耩 耫 · · ·耫 P 耨Am耩 耽 P 耨A1 耫A2 耫 · · ·耫Am耩 耨耱耮耳耩

显然全部互斥事件出现的概率为耱，即全部互斥事件中总有一个要发生。∑
i

P 耨i耩 耽 耱 耨耱耮耴耩

这称为归一化条件耮

独独独立立立事事事件件件(independent events)同同同时时时出出出现现现的的的乘乘乘法法法定定定理理理

耱
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互不相干的随机事件，例如扔两个骰子耬 各自得各自的点数耬 称为独立事件耮

设A,B为两个独立事件耮 它们同时发生记为A · B耮 比如，同时扔N次两个骰子耮 A事件是第一个骰子得耴耬

B事件是第二个骰子得耴耮 以NA表示第一个骰子得耴点的次数（不管第二个骰子是几点）耬 因此NA中某些次

第二个骰子也是耴，这个次数记为NA·B 耬 也就是A,B同时发生的次数耮

根据定义耬 第一个骰子得耴，且第二个骰子得耴这个事件发生的概率就等于

P 耨A ·B耩 ≡ 聬聩聭
N→∞

NA·B
N

耨耱耮耵耩

耽
聬聩聭
N→∞

NA
N
× NA·B

NA
耨耱耮耶耩

耽 P 耨A耩P 耨B耩 耨耱耮耷耩

从另一个角度看耬 掷两个骰子共有耳耶种可能的结果（元素）耮 只看第一个骰子的点数，可能的结果是耶种耮

如果给定A（第一个骰子的点数耩耬 看第二个骰子的点数，还是只有耶种可能的结果。因此第一个骰子得耴，第

二个骰子也是耴的概率是耱/耶× 耱/耶 耽 耱/耳耶耮 正好对应耳耶种同样可能性的结果之一耮

上式称作独立事件的乘法定理：两个独立事件发生的概率等于两个事件各自发生的概率的乘积耮

1.1.2 分分分布布布函函函数数数(distribution function)

定义随随随机机机变变变量量量(stochastic/random variable)耬 它的值由一个实验的结果所决定的（按一定概率取各种可

能值）耮

设有一个随机变量X，它可以取x1, · · · , xi, · · · , xn耻 P1, · · · , Pi, · · · , Pn是取相应值的概率耮 我们称X为离

散型随机变量耬 {Pi} 为随机变量X的概率耨几率耩分布耮

比如掷一个骰子耬 X为点数耬 可以取耱, 耲, 耳, 耴, 耵, 耶耻 相应几率P 耨耱耩 耽 P 耨耲耩 耽 · · · 耽 P 耨耶耩 耽 耱/耶耮

再比如两个骰子耬 X为两个点中的大数耬 仍然可以取耱, 耲, 耳, 耴, 耵, 耶耬 但是相应的几率分布就不是耱/耶了耮 （那

么是怎么分布的呢？）

显然耬 概率分布满足条件耺

P 耨xi耩 ≥ 耰, i 耽 耱, 耲, · · · 耨耱耮耸耩∑
i

P 耨xi耩 耽 耱 耨耱耮耹耩

如果X的取值连续，那么一个区间对应于一个事件耮 随机变量X取值在x 与x耫 dx之间的概率为dP 耨x耩 耽

ρ耨x耩dx，其中ρ耨x耩为概率密度耮 假设X在a, b之间取值，那么

ρ耨x耩 ≥ 耰 耨耱耮耱耰耩
b∫
a

ρ耨x耩dx 耽 耱 耨耱耮耱耱耩

如图聆聩聧耮 耱耮耱 所示耮

1.1.3 统统统计计计平平平均均均和和和标标标准准准偏偏偏差差差

考虑离散型随机变量X耬 其可以取x1, x2, · · · , xn耮 设在N次实验中测得上述数值的次数为N1, N2, · · · , Nn耮 当
观测次数趋于无穷时耬 X的算术平均趋于一定的极限，称作X的统计平均值耨聡聶聥聲聡聧聥耩耬 在量子力学里也称期

望值耨聥聸聰聥聣聴聡聴聩聯聮 聶聡聬聵聥耩耺

X ≡ 〈X〉 耽 聬聩聭
N→∞

N1x1 耫N2x2 耫 · · ·
N

耽 x1P1 耫 x2P2 耫 · · · 耽
∑
i

Pixi. 耨耱耮耱耲耩
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聆聩聧聵聲聥 耱耮耱耺 连续随机变量的概率分布示意图耮

对于连续型随机变量X耬 取x到x耫 dx的几率为ρ耨x耩dx，其统计平均值为

X ≡ 〈X〉 耽
∫ b

a

xρ耨x耩dx, 耨耱耮耱耳耩

a, b 表示X的取值范围耮

现在我们想描述X的值在X上下涨落的幅度耬 怎么办？如果考虑

老X ≡ X −X 耽
∑
i

耨xi −X耩Pi 耽
∑
i

xiPi −X
∑
i

Pi 耽 耰 耨耱耮耱耴耩

对任意分布都是零耬 不能达到目的耮

我们引入

耨老X耩2 ≡ 耨X −X耩2 耽
∑
i

耨xi −X耩2Pi 耨耱耮耱耵耩

耽
∑
i

耨xi
2 − 耲耨X耩xi 耫 耨X耩2耩Pi

耽 X2 − 耨X耩2,

称为X的涨落 或者 均方偏差耨方差，聶聡聲聩聡聮聣聥耩耮 开方就是X的标准偏差耨聳聴聡聮聤聡聲聤 聤聥聶聩聡聴聩聯聮耩耬 在量子力学里

也称不确定度耨聵聮聣聥聲聴聡聩聮聴聹耩耺

σX ≡ 耨耨老X耩2耩1/2 耽 耨< X2 > − < X >2耩
1
2 . 耨耱耮耱耶耩

以上定义可以很容易推广到连续变量耮 注意：σX小，意味着P 耨x耩在X附近有尖锐峰耮

练习：

耱耮 生日问题耮 一个班耱耲个人，问其中存在两个人以上生日相同的概率多大？（不考虑闰年，假设一个人

在一年中任意一天出生的概率相同）耮

提示：耱耮 世界上任意两个人生日相同的概率为耱耯耳耶耵耮 耲耮 任意两个人他们生日不同的概率为耳耶耴耯耳耶耵耮 耳耮 三

个人呢？

耲耮 在间隔为l的平行线上扔长度为l的火柴棒耮 问棒与线相交的几率？

提示：相交的条件是什么？

• 本节内容参考：汪志诚耬 《热力学·统计物理》耬 高等教育出版社耬 第四版耮
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1.2 波波波函函函数数数及及及其其其几几几率率率解解解释释释

聆聩聧聵聲聥 耱耮耲耺 子弹通过A耬B两口射向墙壁

我们先来考虑几个假想实验耮

首先考虑子弹通过A耬B两口射向墙壁耨见图耱耮耲耩耮 如果关闭B口，子弹通过A口落在墙壁上的概率分布

为ρ′A耨x耩耻 如果关闭A口耬 子弹通过B口落在墙壁上的概率分布为ρ′B耨x耩耮 若同时打开A口和B口，子弹落在墙

壁x附近的概率会是怎样的呢？

假设我们共发射了耲N发子弹耮 其中NA耨x耩发穿过A口落在墙上x附近dx范围内耮 类似的NB耨x耩是穿过B口

落在x附近dx范围的数目耮

显然我们可以这样计算落在x附近的概率密度

ρA+B耨x耩聤x 耽
聬聩聭
N→∞

NA耨x耩 耫NB耨x耩

耲N
耽

聬聩聭
N→∞

N

耲N

NA耨x耩 耫NB耨x耩

N

耽
耱

耲
耨ρ′A耨x耩 耫 ρ′B耨x耩耩聤x 耽 聛ρA耨x耩 耫 ρB耨x耩聝聤x

耨耱耮耱耷耩

其中ρA耨x耩 ≡ ρ′A耨x耩/耲是两口全开情况下耬 子弹通过A口落在墙壁x附近的概率密度耻 ρB耨x耩 ≡ ρ′B耨x耩/耲是通

过B口落在墙壁x附近的概率密度耮 耱/耲反映了子弹选择一个口的概率。由于子弹要么通过A口，要么通

过B口落在x耬 所以这是两个互斥的随机事件耬 所以通过A或B落在x的概率就是两者之和耮 这是符合我们的经

验的耮

现在来考虑电子枪发射的电子通过A耬B两缝射向屏幕的实验耨见图耱耮耳耩耮

类似子弹实验耬 如果关闭B口耬 我们看到电子通过A缝落在屏幕上的概率分布为ρ′A耨x耩耮 关闭A口耬 电子通

过B口落在屏幕上的概率分布为ρ′B耨x耩耮 若同时打开A口和B口耬 很自然地耬 我们期望得到如方程耨耱耮耱耷耩描述的

概率分布耮

然而真实的实验告诉我们耬 情况并非如此耮 电子落在屏幕的概率分布似乎不满足互斥事件的加法定理！

ρA+B耨x耩 6耽 ρA耨x耩 耫 ρB耨x耩. 耨耱耮耱耸耩

表明我们不能简单地把落在x处的电子分成从A口来的和从B口来的耮 实际上电子在屏幕上的概率分布非常类

似于水波通过双缝后在远处的干涉图样耮
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聆聩聧聵聲聥 耱耮耳耺 电子通过A耬B两缝射向屏幕

对于水波耨见图耱耮耴耩耬 如果只开一个A缝耬 在远处测量到的水波强度IA耨x耩分布类似于ρ
′
A耨x耩耻 类似的情况适

用于只开B缝耬 分布IB耨x耩耮 具体地耬 强度由传播到x的波的复振幅的模方决定耺

IA耨x耩 耽 |h耨x耩ei
2πlA
λ |

2

耨耱耮耱耹耩

IB耨x耩 耽 |h耨x耩ei
2πlB
λ |

2

耨耱耮耲耰耩

其中λ是波长耬 lA, lB是波传播路程耮 h耨x耩是水波在x处的振幅大小。

当双缝都打开的时候耬 在x处测量到的波强度应该由叠加后波幅的模方决定耬 而不是正比于强度的相加耺

IA+B耨x耩 耽 |h耨x耩ei
2πlA
λ 耫 h耨x耩ei

2πlB
λ |

2

耽 IA耨x耩 耫 IB耨x耩 耫 耲h2 聣聯聳 k耨lA − lB耩 耨耱耮耲耱耩

这样我们就在远处看到了水波的干涉图样耮

我们可以得到这样的结论耺 要要要描描描述述述电电电子子子这这这样样样的的的微微微观观观粒粒粒子子子的的的运运运动动动状状状态态态, 单单单纯纯纯的的的几几几率率率是是是不不不够够够的的的, 要要要用用用波波波函函函数数数.

波波波函函函数数数的的的模模模方方方才才才是是是几几几率率率(准准准确确确说说说是是是几几几率率率密密密度度度，，，因因因为为为这这这里里里变变变量量量是是是连连连续续续的的的. 以以以后后后我我我们们们还还还会会会遇遇遇到到到变变变量量量是是是离离离散散散的的的情情情

况况况，，，那那那么么么相相相应应应波波波函函函数数数的的的模模模方方方就就就是是是几几几率率率了了了). 一个电子的波函数可以同时从两个缝中通过耬 当到达x处时发生相

干叠加耬 叠加后的波函数的模方是在该处发现电子的概率密度耮 这被称为波波波函函函数数数的的的几几几率率率解解解释释释耬 由聂聯聲聮最早提

出耮

波函数一般写作耉耨x, t耩耬 是时间和空间的函数耮 通常满足归一化条件（不满足的情况以后讨论）耺∫
|耉耨x, t耩|2dx 耽 耱, 耨耱耮耲耲耩

积分是对全空间进行耮 对任意时刻都成立耮 （本课程不涉及电子的产生与湮灭耩耮

如果有多个粒子耬 波函数可以写成耉耨x1, x2, · · · , xn耻 t耩耬 其模方表示在空间位置x1处发现第一个粒子耬 同时

在x2处发现第二个粒子耬 . . . 耬 在xn处发现第n个粒子的几率密度耮 其归一化的形式为：∫
|耉|2dx1dx2 · · · dxn 耽 耱 耨耱耮耲耳耩
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A

B

x

l

l A

B

聆聩聧聵聲聥 耱耮耴耺 水波的双缝干涉耮

数学上看耬 波函数总可以看做是平面波的叠加耮 我们把某一时刻的波函数耉耨x, t耩写为ψ耨x耩耬 由傅里叶分解 ψ耨x耩 耽 1

(2π)
1
2

∫
聾ϕ耨k耩eikxdk

聾ϕ耨k耩 耽 1

(2π)
1
2

∫
ψ耨x耩e−ikxdx

耨耱耮耲耴耩

其中耬 k为平面波的波矢耮

根据德布罗意关系耬 具有波矢k的平面波具有一定动量p耬

~p 耽 ~~k, 耨耱耮耲耵耩

式耱耮耲耴可以改写成：  ϕ耨p耩 耽 1

(2π~)
1
2

∫
ψ耨x耩e−i

p
~xdx

ψ耨x耩 耽 1

(2π~)
1
2

∫
ϕ耨p耩ei

p
~xdp

耨耱耮耲耶耩

其中ϕ耨p耩 耽 聾ϕ耨k耩/~1/2，也是波函数耬 我们称为动动动量量量空空空间间间(或或或动动动量量量表表表象象象下下下) 的的的波波波函函函数数数，其物理意义为：它的模

方为粒子动量为p的几率密度耮 分析量纲耬 可以很清楚验证这一点耮 而ψ耨x耩准确地说是坐标空间（坐标表象）

的波函数耮

上面的公式可以写成三维形式：  ϕ耨~p耩 耽 1

(2π~)
3
2

∫
ψ耨~r耩e−i

~p·~r
~ d~r

ψ耨~r耩 耽 1

(2π~)
3
2

∫
ϕ耨~p耩ei

~p·~r
~ d~p

耨耱耮耲耷耩

利用
耱

耲π

∫ ∞
−∞

eikxdk 耽 δ耨x耩, 耨耱耮耲耸耩

可以证明，如果 ∫
|ψ耨~r耩|2d~r 耽 耱
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聆聩聧聵聲聥 耱耮耵耺 耨来自聗聩聫聩百科耩 单电子双缝实验图样耮 屏幕上有耨聡耩 耱耱耬 耨聢耩 耲耰耰耬 耨聣耩 耶耰耰耰耬 耨聤耩耴耰耰耰耰耬 耨聥耩 耱耴耰耰耰耰个

电子

则 ∫
|ϕ耨~p耩|2d~p 耽 耱

我们来看一个例子耮 假设某一时刻t0，一个粒子的耨坐标表象耩波函数为

ψ耨x耩 耽 Ae−
α2x2

2 ,

其中α为一个实数，A为一个复常数耮 则其动量表象波函数为

ϕ耨p耩 耽
A

耨耲π~耩 1
2

∫
e−

α2x2

2 −i p~xdx 耨耱耮耲耹耩

耽
A

耨耲π~耩 1
2

∫
e−

α2

2 (x2+i 2p

α2~
x+ i2p2

α4~2 )− p2

2α2~2 dx 耨耱耮耳耰耩

耽
A

耨耲π~耩 1
2

√
耲π

α
e−

p2

2α2~2 . 耨耱耮耳耱耩

这里我们用到高斯积分 ∫ ∞
−∞

聥聸聰耨−x2耩dx 耽
√
π. 耨耱耮耳耲耩

由波函数的归一化条件得|A|2 耽 α/
√
π耬 因此|A| 耽 耨α/

√
π耩1/2耮 注意我们并不能完全确定A耬 因为其幅角

并不知道耮 在量子力学里面一个波函数的耢整体幅角耢可以是任意约定的，因为它并不影响波函数的几率解

释。但是一旦确定这个幅角（也称相位），波函数的取值就是单值的耨不允许一个位置有两个不同的函数

值耩耮 这里我们取A为实数耮

于是

ϕ耨p耩 耽
耱

π
1
4 耨~α耩 1

2

e−
p2

2α2~2 . 耨耱耮耳耳耩
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聆聩聧聵聲聥 耱耮耶耺 耨聡耩粒子的空间位置几率分布。耨聢耩粒子的动量几率分布

根据ψ耨x耩和ϕ耨p耩的模方（都是高斯函数）耬 我们可以看到粒子主要出现在耰附近±耱/α的范围内耬 而其动量

分布在耰附近±~α的范围里耮 如图耱耮耲耮

我们来具体计算位置x和动量p的不确定度耺

〈x〉 耽

∫
x
α√
π
e−α

2x2

dx 耽 耰 耨耱耮耳耴耩

〈x2〉 耽

∫
x2 α√

π
e−α

2x2

dx 耽
耱

耲α2
耨耱耮耳耵耩

老x 耽 耨〈x2〉 − 〈x〉2耩1/2 耽

√
耱

耲α2
耨耱耮耳耶耩

〈p〉 耽

∫
p

耱√
π~α

e−
p2

α2~2 dp 耽 耰 耨耱耮耳耷耩

〈p2〉 耽

∫
p2 耱√

π~α
e−

p2

α2~2 dp 耽
~2α2

耲
耨耱耮耳耸耩

老p 耽 耨〈p2〉 − 〈p〉2耩1/2 耽
√

~2α2/耲 耨耱耮耳耹耩

于是，

老p老x 耽 ~/耲 耨耱耮耴耰耩

符合海森堡不确定关系耮 耨这里按量子力学习惯用法耬 不确定度用老表示）耮

以上计算用到积分公式
耱√
π

∫ ∞
−∞

x2 聥聸聰耨−x2耩dx 耽
耱

耲
. 耨耱耮耴耱耩

通常正态分布或者高斯分布可以写为

ρ耨x耩 耽
耱√
耲πσ

聥聸聰耨
−x2

耲σ2
耩 耨耱耮耴耲耩

满足归一化 ∫ ∞
−∞

ρ耨x耩dx 耽 耱, 耨耱耮耴耳耩

并具有性质 ∫ ∞
−∞

x2ρ耨x耩dx 耽 σ2. 耨耱耮耴耴耩

σ是分布的宽度耬 x的标准差，σ2是方差耮
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1.3 力力力学学学量量量的的的平平平均均均值值值与与与算算算符符符

我们知道一个变量的概率分布即可知道其统计平均值耨期望值耩耮 比如耬 知道|ψ耨x耩|2就可以算出粒子位置的期
望值耺

〈x〉 耽
∫
|ψ耨x耩|2xdx 耨耱耮耴耵耩

但是|ψ耨x耩|2不是动量p的概率分布函数，所以

〈p〉 6耽
∫
|ψ耨x耩|2pdx. 耨耱耮耴耶耩

动量的期望值应该由下式给出

〈p〉 耽
∫
|ϕ耨p耩|2pdp 耽

∫
ϕ∗ϕpdp 耨耱耮耴耷耩

由于

ϕ耨p耩∗ 耽
耱

耨耲π~耩 1
2

∫
ψ∗耨x耩e+i p~xdx

于是

〈p〉 耽
∫

dpdx

耨耲π~耩 1
2

ψ∗耨x耩ei
p
~xpϕ耨p耩 耨耱耮耴耸耩

利用
−i~d
dx

ei
p
~x 耽 pei

p
~x 耨耱耮耴耹耩

得到

〈p〉 耽
∫

dpdx

耨耲π~耩 1
2

ψ∗耨x耩耨
−i~d
dx

耩ei
p
~xϕ耨p耩 耨耱耮耵耰耩

再利用

ψ耨x耩 耽
耱

耨耲π~耩 1
2

∫
ϕ耨p耩ei

p
~xdp

得到

〈p〉 耽
∫
dxψ∗耨x耩耨

−i~d
dx

耩ψ耨x耩 耨耱耮耵耱耩

我们定义−i~ d
dx为动量算符聞p耮 利用它耬 我们可以通过ψ耨x耩直接计算动量的期望值耮

回头看聅聱耮耨耱耮耴耵耩耬 可以改写成

〈x〉 耽
∫
ψ∗xψdx. 耨耱耮耵耲耩

我们称x是坐标算符聞x耮

推广到三维耬

聞p 耽 −i~∇, 聞x 耽 x. 耨耱耮耵耳耩

对应三个方向的动量。

以上动量与坐标算符的形式为坐标表象下的耮 根据聅聱耮耨耱耮耴耷耩耬 我们可以定义聞p 耽 p耮 在将聅聱耮耨耱耮耴耵耩 写成

〈x〉 耽
∫
ϕ耨p耩∗耨

i~d
dp

耩ϕ耨p耩dp 耨耱耮耵耴耩

形式耬 得到聞x 耽 i~d
dp 耮 这样的形式称为动量表象下的坐标与动量算符耮 如非特别说明耬 以后提到的算符具体形式

都是在坐标表象下的耮

另外，势能V 耨x耩是x的函数耬 因此其统计平均

〈V 〉 耽
∫
|ψ耨x耩|2V 耨x耩dx 耽

∫
ψ耨x耩∗ 聞V ψ耨x耩dx 耨耱耮耵耵耩

因此耬 势能算符 聞V为V 耨x耩耮
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对于动能T 耽 p2

2m 耬 知道p就能得到T 耬 所以其期望值

〈T 〉 耽

∫
|ϕ耨p耩|2 p

2

耲m
dp 耨耱耮耵耶耩

耽

∫
ψ∗耨x耩耨

−i~d
dx

耩耨
−i~d
dx

耩
ψ耨x耩

耲m
dx

耽

∫
ψ∗耨x耩耨

−~2d2

耲mdx2
耩ψ耨x耩dx,

这样我们得到动能算符的具体形式

聞T 耽 − ~2d2

耲m聤x2
. 耨耱耮耵耷耩

推广到三维情况

聞T 耽 −~2∇2

耲m
耨耱耮耵耸耩

下面研究角动量l 耽 r × p耮 问题必须在耲维或耳维空间耮 考虑一般情况耺 耳维空间耮 这样角动量有三个分量耮

其期望值也就是三个分量的期望值

〈l〉 耽 耨〈lx〉, 〈ly〉, 〈lz〉耩. 耨耱耮耵耹耩

我们研究z分量耮 在直角坐标系下

lz 耽 xpy − ypx. 耨耱耮耶耰耩

怎么利用波函数来计算lz的期望值？

我们这里的目的是给大家一个聠感觉耧。所以假设x, y, z方向的几率相互独立耬 即波函数可以分离变量耬 并各

自归一化：

ψ耨x, y, z耩 耽 ψx耨x耩ψy耨y耩ψz耨z耩 耨耱耮耶耱耩∫
|ψ|2d3r 耽

∫
|ψx|2dx 耽

∫
|ψy|2dy 耽

∫
|ψz|2dz 耽 耱 耨耱耮耶耲耩

可以推出：

ϕ耨px, py, pz耩 耽
耱

耨耲π~耩 3
2

∫
ψ耨x, y, z耩e−

i
~ (pxx+pyy+pzz)dxdydz 耨耱耮耶耳耩

耽 ϕx耨px耩ϕy耨py耩ϕz耨pz耩,

其中

ϕx耨px耩 耽
耱

耨耲π~耩 1
2

∫
ψx耨x耩e

− i
~pxxdx 耨耱耮耶耴耩

完全由ψx决定耮 ϕy耨py耩, ϕz耨pz耩类同耮 x与py，y与px的取值没有关联，相互独立。

现在我们问耺 粒子在x方向位于x附近，同时具有y方向动量py的几率？根据概率加法定理耬 我们知道它位

于x附近的几率是

dx

∫
|ψ耨x, y, z耩|2dydz 耽 |ψx耨x耩|2dx, 耨耱耮耶耵耩

它具有动量py耨不论px, pz为多少耩的几率为

dpy

∫
|ϕ耨px, py, pz耩|2dpxdpy 耽 |ϕy耨py耩|2dpy 耨耱耮耶耶耩

同时我们注意到这两个事件是独立的耬 同时发生的几率就是几率相乘耬 因此

〈lz〉 耽

∫
x|ψx|2dx · py|ϕy|2dpy −

∫
y|ψy|2dy · px|ϕx|2dpx

耽

∫
ψ∗xxψxdxψ

∗
y耨−i~

∂

∂y
耩ψydy −

∫
ψ∗yyψydyψ

∗
x耨−i~

∂

∂x
耩ψxdx

耽

∫
ψ∗聛−i~耨x ∂

∂y
− y ∂

∂x
耩聝ψdxdydz. 耨耱耮耶耷耩
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据此可以定义角动量z分量的算符聞lz 耽 −i~耨x ∂
∂y − y

∂
∂x 耩耮 我们看到这一算符可以写成聞x 聞py − 聞y 聞px耮

一般地，力学量聁如果可以写成坐标与动量的函数A耨x, p耩，那么其算符可以写为A耨聞x, 聞p耩（表示函数关系

不变耬 把x换成聞x耬 p换成聞p耩耮 这样该力学量的期望值可以按下式计算

〈A〉 耽
∫
ψ∗ 聞Aψ聤r. 耨耱耮耶耸耩

例如哈密顿量

H 耽
p2

耲m
耫 V 耨x耩, 耨耱耮耶耹耩

其算符为

聞H 耽 −~2∇2

耲m
耫 V 耨x耩 耽

聞p2

耲m
耫 V 耨聞x耩. 耨耱耮耷耰耩
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1.4 Schrödinger方方方程程程

牛顿力学告诉我们，一个质点的运动方程为

f 耽 ma 耨耱耮耷耱耩

加速度a由惯性质量和所受外力f 耽 −∇V决定。比如考虑一个质点的自由落体运动耬 f 耽 mg耬 确定其运动状

态x耨t耩, 聟x耨t耩耬 只需要知道x耨t 耽 耰耩 和 聟x耨t 耽 耰耩耮

牛顿力学的一个等效形式是哈密顿力学。引入哈密顿量

H 耽
p2

耲m
耫 V, 耨耱耮耷耲耩

运动方程改写为
聤p

聤t
耽 −∂H

∂x
,

聤x

聤t
耽
∂H

∂p
耨耱耮耷耳耩

粒子的运动状态由时刻t的动量p耨t耩和位置x耨t耩描述。原则上都可以准确知道，如果初始条件p耨耰耩和x耨耰耩已知

的话耮 比如上面提到的质点自由落体运动，V 耨x耩 耽 −mgx耮 容易验证，可以得到和牛顿力学一样的结果耬 其

中p耨t耩 耽 m 聟x耨t耩耮

现在我们知道微观粒子的运动状态要用波函数来描述耬 而运动状态会随时间变化耮 那么这一变化遵从什么

样的规律呢？量子力学的开山鼻祖之一聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲猜出了答案耬 这就是下面的聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 方程耺

i~
∂耉

∂t
耽 聞H耉 耽 耨

聞p2

耲m
耫 聞V 耩耉. 耨耱耮耷耴耩

这一方程适用于坐标和动量波函数耬 只要带入算符的相应具体表达就可以了耮

在坐标表象下耬 该方程的一维形式为

i~
∂耉耨x, t耩

∂t
耽 聛
−~2

耲m

d2

dx2
耫 V 耨x耩聝耉耨x, t耩. 耨耱耮耷耵耩

在三维空间则为

i~
∂耉耨r, t耩

∂t
耽 聛

耱

耲m
耨−i~∇耩 · 耨−i~∇耩 耫 V 耨r耩聝耉耨r, t耩

耽 聛
−~2

耲m
∇2 耫 V 耨r耩聝耉耨r, t耩.

耨耱耮耷耶耩

这一方程与描述弹性波的方程非常类似耬 故也称波波波动动动方方方程程程耮 数学上看它是我们熟悉的偏微分方程耬 要注意

的是波函数可以是复数耮

如果我们知道了耉耨x, 耰耩耬 耨其实也就知道了〈x〉耨耰耩耬 〈p〉耨耰耩耩耬 就可以求出耉耨x, t耩耬 进而求出〈x〉耨t耩和〈p〉耨t耩耮 以
后我们会看到，这些期望值随时间的演化与经典力学给出的结果是完全一样的。
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1.5 Seq的的的讨讨讨论论论：：：几几几率率率守守守恒恒恒与与与几几几率率率流流流

我们知道粒子的在空间的几率密度分布ρ耨x, t耩由波函数的模方给出

ρ耨x, t耩 耽 耉∗耨x, t耩耉耨x, t耩 耽 |耉耨x, t耩|2. 耨耱耮耷耷耩

假设在零时刻，波函数的满足归一化 ∫ ∞
−∞

ρ耨x, 耰耩聤x 耽 耱 耨耱耮耷耸耩

如果聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 方程式正确的，那么以后任意时刻的波函数都是确定的，都应该满足归一化耮

我们来证明这一点耮

考虑
d

dt

∫ ∞
−∞
|耉耨x, t耩|2聤x 耽

∫ ∞
−∞

∂

∂t
|耉耨x, t耩|2聤x 耨耱耮耷耹耩

利用求导法则
∂

∂t
|耉耨x, t耩|2 耽 耉∗

∂耉

∂t
耫
∂耉∗

∂t
耉 耨耱耮耸耰耩

根据聓耭聥聱 耨耱耮耷耵耩和其复共轭方程，考虑到V 耨x耩是实数，我们得到

∂

∂t
|耉耨x, t耩|2 耽

i~
耲m

耨耉∗
∂2耉

∂x2
− ∂2耉∗

∂x2
耉耩

耽
∂

∂x
聛
i~
耲m

耨耉∗
∂耉

∂x
− ∂耉∗

∂x
耉耩聝

耨耱耮耸耱耩

因此
d

dt

∫ ∞
−∞
|耉耨x, t耩|2聤x 耽

i~
耲m

耨耉∗
∂耉

∂x
− ∂耉∗

∂x
耉耩|∞−∞ 耨耱耮耸耲耩

由于耉耨x, t耩在正负无穷远处必须趋于零（否则无法归一化，有物理意义的波函数都是可以归一化的），因此

d

dt

∫ ∞
−∞
|耉耨x, t耩|2聤x 耽 耰 耨耱耮耸耳耩

这样我们就证明了积分是常数，也就是聓聥聱的解是归一的耮

我们把以上讨论推广到耳维空间耮

根据聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 方程和它的复共轭方程（两边同时取复共轭耬 并注意到V是实函数）耺

i~
∂耉

∂t
耽 耨
−~2

耲m
∇2 耫 V 耩耉 耨耱耮耸耴耩

和

−i~∂耉
∗

∂t
耽 耨
−~2

耲m
∇2 耫 V 耩耉∗. 耨耱耮耸耵耩

得到

i~
∂

∂t
耨耉∗耉耩 耽 − ~2

耲m
耨耉∗∇2耉−耉∇2耉∗耩. 耨耱耮耸耶耩

利用公式

∇ · 耨耉∗∇耉耩 耽 ∇耉∗ · ∇耉耫耉∗∇2耉, 耨耱耮耸耷耩

我们得到

i~
∂

∂t
耨耉∗耉耩 耽 − ~2

耲m
∇ · 耨耉∗∇耉−耉∇耉∗耩, 耨耱耮耸耸耩

也就是
∂

∂t
ρ耨r, t耩 耽

i~
耲m
∇ · 耨耉∗∇耉−耉∇耉∗耩. 耨耱耮耸耹耩
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我们来定义一个矢量

j耨r, t耩 耽 − i~
耲m

耨耉∗∇耉−耉∇耉∗耩

耽
耱

耲m
耨耉∗聞p耉−耉聞p耉∗耩

耽
耱

耲
耨耉∗聞v耉−耉聞v耉∗耩,

耨耱耮耹耰耩

其中聞v ≡ 聞p/m耬 是粒子的速度算符耮 于是聅聱耮耨耱耮耸耹耩可以写成

∂

∂t
ρ耨r, t耩 耽 −∇ · j. 耨耱耮耹耱耩

我们回忆一下流体的连续性方程耺

∂

∂t
ρ
f
耨r, t耩 耽 −∇ · 耨ρ

f
v耩. 耨耱耮耹耲耩

其中ρ
f
是流体的耨分子耩密度耬 ρ

f
v 是流量密度耺 单位时间通过单位面积的流体的耨分子耩数目耩耮

注意到流体的密度与粒子的几率密度类似耬 j的经典对应正是几几几率率率密密密度度度与与与速速速度度度的的的乘乘乘积积积耬 我们发现聅聱耮

耨耱耮耹耱耩描述的正是几率的连续性耬 或者说是几率守恒的微观表达式耮 j耨r, t耩为单位时间通过单位面积的几率耮

如果我们考虑一个封闭空间τ内的几率随时间的变化耬 这一物理意义可以看得更清楚耮 利用高斯定理耬

d

dt

∫
τ

ρdτ 耽 −
∮
S

j · dS, 耨耱耮耹耳耩

这里S是包围τ的表面耬 dS 是矢量面元耮 上式表明耬 粒子出现在空间τ内的几率的时间变化率取决于粒子几率

流密度在空间表面的积分耬 也就是流入流出之差耮 这是几率守恒方程的积分形式耮

当空间τ趋于无穷大，即整个空间，包围它的表面就在无穷远处，波函数在无穷远处趋于零，于

是聅聱耮耨耱耮耹耳耩变成
d

dt

∫
∞
ρdτ 耽 耰 耨耱耮耹耴耩

我们得到了跟一维情况一样的结论：聓聥聱 保证归一化不变耮

分析一下j的量纲是有益的耮 根据几率守恒方程耨耱耮耹耱耩耬 考虑到在d维空间耬 聛ρ聝 耽 耱/Ld耬 容易得到聛j聝 耽 L
TLd

耽
1

TLd−1 耮 由于L
d−1表示广义的面积耬 此量纲正反映了它的物理意义耺 单位时间通过单位截面的几率耮 对于一维

情况耬 聛j聝 耽 耱/T 耬 实际上就是单位时间通过一点耨一维空间的截面耩的几率耮

如果粒子带电荷q耬 我们就可以根据几率流密度来计算电流密度耮 假设有N个同样的粒子耬按同样的波函数

运动耮 那么根据几率的定义耬 单位时间通过单位截面的粒子数就是N j耬 电流密度就是Nqj耮 可以认为一个粒子

带来的电流密度就是qj耮

考虑一个粒子的平均位置〈x〉耮 由于波函数随时间演化，平均位置也会变化。据此可以定定定义义义速速速度度度

v 耽
聤〈x〉
聤t

耽

∫
x
∂

∂t
ρdx 耽

i~
耲m

∫
x
∂

∂x
耨耉∗

∂耉

∂x
− ∂耉∗

∂x
耉耩聤x 耨耱耮耹耵耩

上式利用了耨耱耮耸耸耩耮 分部积分，并考虑的聠正常波函数耧在无穷远处为零（否则无法归一化），得到

v 耽 − i~
耲m

∫
耨耉∗

∂耉

∂x
− ∂耉∗

∂x
耉耩聤x 耨耱耮耹耶耩

对后一项再作一次分部积分，得

v 耽
−i~
m

∫
耨耉∗

∂耉

∂x
耩聤x 耽

〈p〉
m
. 耨耱耮耹耷耩

我们看到这样定义的速度就是动量期望值除以质量。这从速度和动量的关系的角度给出了动量算符耮 耨注

意：在每个瞬间，都有一个动量期望值，它给出一个速度耩耮
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任意一个波函数耉耨r, t耩 都可以写成

|耉耨r, t耩| 聥聸聰聛iα耨r, t耩聝 耽
√
ρ耨r, t耩 聥聸聰聛iα耨r, t耩聝.

其中α耨r, t耩是相位耮

我们来计算其几率流密度耮 在某一时刻耬 波函数在某一位置r的取值可以写成耉 耽 |ψ|eiα(r)耮 于是

j耨r耩 耽 − i~
耲m
{|ψ|e−iα聛耨∇|ψ|耩eiα 耫 i∇αeiα|ψ|聝− |ψ|eiα聛耨∇|ψ|耩e−iα − i∇αe−iα|ψ|聝}

耽 |ψ|2 ~
m
∇α.

耨耱耮耹耸耩

我们看到耬 粒子在空间某处的几率流密度是由其波函数相位的梯度决定的耡 波波波函函函数数数的的的相相相位位位在在在量量量子子子力力力学学学里里里具具具有有有

重重重要要要的的的物物物理理理意意意义义义耮
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1.6 本本本征征征值值值问问问题题题与与与定定定态态态

聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲方程

i~
∂耉

∂t
耽 聞H耉 耨耱耮耹耹耩

怎么求解？

首先我们来求时间空间分离变量解

耉耨r, t耩 耽 ψ耨r耩f耨t耩 耨耱耮耱耰耰耩

这是一种特殊的解耮

把假设解的形式带入聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲方程耬

左 耽 ψ耨r耩i~
df

dt
耽右 耽 f耨t耩 聞Hψ耨r耩 耨耱耮耱耰耱耩

两边同时除以f耨t耩ψ耨r耩耬

i~
f耨t耩

df

dt
耽

聞Hψ耨r耩

ψ耨r耩
耽 E（常数）, 耨耱耮耱耰耲耩

其中E是具有能量量纲的常数耮 我们还利用了V 耨x耩是与时间无关的常数这一假设，因此才有等式右端是空间

函数，左端是时间函数，相等的前提是都等于一个常数。

我们得到
d 聬聮耨f耩

dt
耽 −iE

~
⇒ f耨t耩 耽 e−i

E
~ t 耨耱耮耱耰耳耩

并且

聞Hψ耨r耩 耽 Eψ耨r耩, 耨耱耮耱耰耴耩

具体就是

聛
−~2

耲m
∇2 耫 V 耨r耩聝ψ耨r耩 耽 Eψ耨r耩. 耨耱耮耱耰耵耩

这一方程称为不含时聓聥聱耬 又称能量本征方程耮 因为哈密顿量算符对应的力学量是能量耬 所以E称为能量本征

值耬 ψ耨r耩称为属于能量E的能量本征态耬 为确切记耬 可写成ψE耨r耩耮

如果我们解出了ψE 耬 分量变量解就可以写出

耉耨r, t耩 耽 ψE耨r耩e
−iE~ t. 耨耱耮耱耰耶耩

这样的状态称作定定定态态态耨聳聴聡聴聩聯聮聡聲聹 聳聴聡聴聥耩耮 只要在t 耽 耰时，耉耨r, 耰耩 耽 ψE 耬 那么系统就会处于定态耮

为什么有这样的名字呢？我们来计算粒子分布几率耮 注意波函数原则上是含时的耬 但是

|耉耨r, t耩|2 耽 |ψE耨r耩|2 耨耱耮耱耰耷耩

与时间无关的聠定耧分布耮

我们再来计算一下能量期望值耬

〈H〉 耽
∫

耉∗耨r, t耩 聞H耉耨r, t耩dr

耽

∫
ψ∗E耨r耩e

iE~ t 聞HψE耨r耩e
−iE~ tdr

耽

∫
ψ∗E 聞HψEdr

耽 E

我们发现其并不随时间改变耮 主要推导中利用了 聞H不含对时间的求导耮
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同样容易算出〈H2〉 耽 E2耬 因此σ2
H 耽 〈H2〉 − 〈H〉2 耽 耰耮 说明定态情况下能量值是确定的，没有不确定度耮

对任意力学量A耬 如果它不显含t耨没有时间作为参数耩耬 比如动能联耬 位置，动量，角动量，我们计算其在定

态下的期望值

〈A〉 耽
∫

耉∗耨r, t耩 聞A耉耨r, t耩dr

耽

∫
ψ∗E耨r耩

聞AψE耨r耩dr

同样不随时间变化！所以这样的状态被称作定态耮

一般地，在t 耽 耰时耬 粒子很可能不处于ψE态耬 不过我们总可以将耉耨r, 耰耩展开成ψE耨r耩的叠加

耉耨r, 耰耩 耽
∑
E

CEψE耨r耩, 耨耱耮耱耰耸耩

即分解成能量本征态的叠加耬 |CE |是小于耱的与E对应的复常数耮 那么

耉耨r, t耩 耽
∑
E

CEψE耨r耩e
−iE~ t 耨耱耮耱耰耹耩

就是是聓聥聱的满足初始条件的解耮 证明如下：

i~
∂耉耨r, t耩

∂t
耽
∑
E

CEψE耨r耩Ee
−iE~ t

耽
∑
E

CE 聞HψE耨r耩e
−iE~ t

耽 聞H
∑
E

CEψE耨r耩e
−iE~ t

耽 聞H耉耨r, t耩

耨耱耮耱耱耰耩

展开式耨耱耮耱耰耸耩也叫态叠加原理：粒子的运动状态由 聞H的本征态ψE线性叠加而成耮 CE是展开系数，可以

求出耨以后讨论耩耬 其模方|CE |2的物理意义是粒子处于ψE的几率耺 测量粒子能量可以得E1, E2, · · · 耬 相应的几率
为|CE1 |2, |CE2 |2, · · · 耮 这个原理我们后面还会详细讨论耮

我们来看一个例子耮 假设

耉耨x, 耰耩 耽 c1ψ1耨x耩 耫 c2ψ2耨x耩, 耨耱耮耱耱耱耩

其中ψ1耨x耩和ψ2耨x耩是能量本征方程的解耬 分别属于能量本征值E1, E2耮 并且满足归一化耮 为了讨论方便，假

设c1, c2, ψ1耨x耩, ψ2耨x耩都是实数耮

那么

耉耨x, t耩 耽 c1ψ1耨x耩e
−iE1t/~ 耫 c2ψ2耨x耩e

−iE2t/~ 耨耱耮耱耱耲耩

这个解就不是定态耮 因为

|耉耨x, t耩|2 耽 |c1ψ1耨x耩e
−iE1t/~ 耫 c2ψ2耨x耩e

−iE2t/~|2

耽 c21ψ1耨x耩
2 耫 c2|2ψ2耨x耩

2 耫 耲c1c2ψ1耨x耩ψ2耨x耩 聣聯聳耨耨E2 − E1耩t/~耩
耨耱耮耱耱耳耩
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Chapter 2

一一一维维维问问问题题题

2.1 一一一维维维束束束缚缚缚定定定态态态问问问题题题

2.1.1 一一一维维维无无无限限限深深深势势势阱阱阱

我们先来看一个最简单的问题耺 考虑一个粒子被放在一个无限硬的一维盒子里耮 盒子长度为a耬 粒子质量为m耮

可以盒子左端为原点建立坐标系耮粒子的势能函数就是

V 耨x耩 耽

耰 耰 ≤ x ≤ a,

∞ x > a or x < 耰,
耨耲耮耱耩

这样的势能函数一般形象地称为无限深势阱耮

根据经典力学耬 粒子在盒子中间自由不受力耬 在两端受无穷大的弹力耺

f 耽 −∇V 耽


耰 x < a

−∞ x 耽 a

∞ x 耽 耰.

耨耲耮耲耩

可以想象耬 粒子在盒子里要么静止耬 要么匀速运动耬 碰壁后由于动能守恒耨假设没有能量耗散耩耬 反向耮 再碰壁耬

再反向耬 如此往复耮 由于动量p任意耬 它的能量E 耽 p2

2m可以取任意大于等于零的值耮

现在根据量子力学来研究这个问题耮

粒子的运动遵从聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲方程耺

i~
∂耉耨x, t耩

∂t
耽 − ~2

耲m

∂2耉耨x, t耩

∂x2
耫 V 耨x耩耉耨x, t耩. 耨耲耮耳耩

考虑粒子处于定态的情况耺

耉耨x, t耩 耽 ψE耨x耩e
−iE~ t, 耨耲耮耴耩

其中ψE耨x耩满足能量本征方程耺

− ~2

耲m
ψ′′E耨x耩 耫 V 耨x耩ψE耨x耩 耽 EψE耨x耩. 耨耲耮耵耩

在耰 < x < a区间耬方程可以写成

ψ′′ 耫
耲mE

~2
ψ 耽 耰. 耨耲耮耶耩

令k 耽
√

2mE
~2 耨我们知道粒子的能量应该大于零，因其势能已经是大于零的了耩耬 有

ψ′′ 耫 k2ψ 耽 耰. 耨耲耮耷耩

耱耹
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其解可以为聥聸聰耨ikx耩, 聥聸聰耨−ikx耩 的线性组合耬 也可以选聣聯聳耨kx耩, 聳聩聮耨kx耩的线性组合耮 我们选后者耬 并写成等价

的简洁形式

ψ耨x耩 耽 A 聳聩聮耨kx耫 δ耩, 耨耲耮耸耩

其中A与δ待定耮

由于盒子边界无限硬耬 或者说粒子到盒外的话势能无限高耬 粒子无法到达耬 因此

ψ耨x ≤ 耰耩 耽 耰, 耨耲耮耹耩

耨ψ耨耰耩 耽 耰是ψ耨x耩连续的结果耬 这是个假设：波函数是连续的耩 这就要求δ 耽 耰耻 并且

ψ耨x ≥ a耩 耽 耰, 耨耲耮耱耰耩

这个条件要求聳聩聮 ka 耽 耰耬 所以k只能是一些离散的值耺

k 耽
nπ

a
, n 耽 耱, 耲, 耳, · · · . 耨耲耮耱耱耩

而k是与粒子的能量相关的耺 k 耽
√

2mE
~2 耬我们发现能量也只能取一些离散值耺

En 耽
~2n2π2

耲ma2
. 耨耲耮耱耲耩

这样耬 我们得到了一个非常重要的不同于经典力学的结论耺 无限深势阱中处于定态的粒子的能量是不连续的耬

其能量只能处于一系列分立的本征值En耬 这些能量称为粒子的能级耮 这些能量里最低的一个称为基态能量耬

它是大于零的耮 这一点与经典力学的结论也非常不同耮

我们再看能量本征函数ψE耨x耩耮 由于能量只能取由n决定的分立值耬 所以可以写成ψn耨x耩耮

ψn 耽

A 聳聩聮 nπx
a 耰 ≤ x ≤ a

耰 x > a or x < 耰
耨耲耮耱耳耩

考虑到波函数的归一化耬 ∫ a

0

|ψn|2 耽

∫ a

0

|A|2 聳聩聮2 nπx

a
dx 耽 |A|2 a

耲
耽 耱 耨耲耮耱耴耩

因此|A| 耽
√

2
a 耮 由于波函数的相位整体改变一个值耨或者说加上一个与位置无关的相位耩是无关紧要的耬 所以

通常选取A 耽
√
耲/a耮

几点讨论：

• E1 耽 π2~2

2ma2 > 耰，称为零点能。

• 图耲耮耱显示了能量较低的几个波函数和几率密度分布的图像耮

• 相对于势阱中心，这些本征函数奇偶交替耮

• 随着能量增加，节点数递增耺 耰, 耱, 耲, 耳, · · ·

• 彼此正交归一耨聯聲聴聨聯聮聯聲聭聡聬耩耺 ∫
ψ∗m耨x耩ψn耨x耩聤x 耽 δm,n 耨耲耮耱耵耩

• 完备性耺任意函数f耨x耩耨耰与a之间的耩都可以用ψn耨x耩的线性组合表示出来

f耨x耩 耽

∞∑
n=1

cnψn耨x耩 耨耲耮耱耶耩
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怎么计算cn耿 利用正交归一性容易发现

cn 耽

∫
ψn耨x耩f耨x耩聤x 耨耲耮耱耷耩

例耺 零时刻波函数为耉耨x, 耰耩 耽 Ax耨a− x耩耮 根据归一化，A 耽
√
耳耰/a5耮 计算cn耮

cn 耽

∫ a

0

√
耲

a
聳聩聮耨

nπ

a
耩Ax耨a− x耩dx

耽 耰, 聩聦 聮 聩聳 聥聶聥聮耻

耽
耸
√
耱耵

耨nπ耩3
, 聩聦 聮 聩聳 聯聤聤

耨耲耮耱耸耩

• 我们给出的是定态波函数耺 耉耨r, t耩 耽 ψn耨r耩e
−iEn~ t耮 时间震荡因子不影响几率分布耮 粒子位置的期望

值〈x〉不会随时间变化耮 动量的期望值〈p〉是多少耿

• 假设粒子在耰时刻处于耉耨r, 耰耩 耽 1√
a
聳聩聮 πx

a 耫 1√
a
聳聩聮 2πx

a 的状态耬 那么t时刻其波函数应为

耉耨r, t耩 耽
耱√
a
聳聩聮

πx

a
e−iE1t/~ 耫

耱√
a
聳聩聮

耲πx

a
e−iE2t/~ 耨耲耮耱耹耩

其中耬 E1 耽 ~2π2/耨耲ma2耩, E2 耽 耴~2π2/耨耲ma2耩. 请问几率密度|耉耨r, t耩|2会不会随时间变化耿 粒子位置的

期望值〈x〉会不会随时间变化耿
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聆聩聧聵聲聥 耲耮耱耺 基态耬 第一激发态与第二激发态波函数及其对应的几率分布耮
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• 展开系数cn的物理意义

根据ψ耨x, 耰耩的归一化，容易证明
∞∑
n=1

|cn|2 耽 耱 耨耲耮耲耰耩

我们前面证明了

ψ耨x, t耩 耽
∑

cnψn耨x耩e
−iEnt/~ 耨耲耮耲耱耩

是满足薛定谔方程的解耮 利用ψn耨x耩的正交归一性，容易证明ψ耨x, t耩也是满足归一化条件的。

我们还可以计算能量期望值

〈H〉 耽
∫ a

0

ψ∗耨x, t耩Hψ耨x, t耩聤x 耽
∑
n

|cn|2En 耨耲耮耲耲耩

量子力学原理指出耺 |cn|2是测量能量得到En的几率耮 我们看到这个几率是归一的。上面的公式正是统计

平均的计算公式耮 这个平均值不会随时间变化，正是能量守恒的表现耮 但是由于是统计平均，每次测量的结

果并不一定相同耮

我们还会在后面学习量子力学理论体系的时候进一步讨论这个问题耮
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2.1.2 自自自由由由粒粒粒子子子

与无限深势井中粒子的运动对比耬 我们来研究自由粒子耬 V 耨x耩 耽 耰耮

我们看到粒子的不含时薛定谔方程与无限深势井中的粒子的方程一样

ψ′′耨x耩 耫 k2ψ 耽 耰 耨耲耮耲耳耩

其中k ≡
√
耲mE/~耮 那么它的解也可以是聥聸聰耨ikx耩, 聥聸聰耨−ikx耩或者聣聯聳耨kx耩, 聳聩聮耨kx耩耮 此时我们会选择指数函数

形式耮

ψ耨x耩 耽 Aeikx 耫Be−ikx 耨耲耮耲耴耩

这是由于现在粒子没有被约束在有限的空间范围耺 没有那些导致能级出现的边界条件了耮 对应的能

量E 耽 ~2k2/耲m是连续的耮 分量变量解为

耉耨x, t耩 耽 Aeikx−i
~2k2

2m t 耫Be−ikx−i
~2k2

2m t 耨耲耮耲耵耩

我们看出来这就是朝右和朝左的平面波的叠加耮 令k 耽 ±
√
耲mE/~耬 上式可以写成

耉k耨x, t耩 耽 Ceikx−i
~k2

2m t 耽 Cei
p
~x−iωt 耽 ψk耨x耩e

−iωt 耨耲耮耲耶耩

其中用到德布罗意关系p 耽 ~k,E 耽 ~ω耬 C是常数耮

然而我们发现这个聠定态耧解无法归一化耺∫ ∞
∞
|ψk耨x, t耩|2dx 耽 |C|2

∫ ∞
−∞

dx 耨耲耮耲耷耩

如果要归一化，那么C → 耰耮 这说明对自由粒子而言，分量变量解（或者说定态解）不是物理上可以实现的

状态耮 换言之，自由粒子没有确定能量耮

但是这并不是说分离变量解没有用耮 我们可以用它们来展开初始波函数耉耨x, 耰耩耬 从而得到薛定谔方程的一

般解耉耨x, t耩耮

例如耬 如果初始时刻的波函数为

耉耨x, 耰耩 耽
α1/2

耨π耩
1
4

e
−α2x2

2 , 耨耲耮耲耸耩

利用傅里叶变换耨耱耮耲耶耩耬 将其写成ψk耨x耩的叠加

耉耨x, 耰耩 耽
耱√
耲π~

∫
ϕ耨p耩eipx/~dp 耨耲耮耲耹耩

系数C被写成耱/
√
耲π~耬保证了广义的正交归一性耺∫

ψ∗k耨x耩ψk′dx 耽 δ耨p− p′耩 耨耲耮耳耰耩

δ耨p− p′耩是聄聩聲聡聣函数耮 我们还会回到这个问题耮

叠加系数ϕ耨p耩就是我们说的动量表象波函数

ϕ耨p耩 耽
耱

π
1
4 耨~α耩 1

2

e−
p2

2α2~2 耨耲耮耳耱耩

满足

i~
∂耉耨x, t耩

∂t
耽
−~2

耲m

d2

dx2
耉耨x, t耩 耨耲耮耳耲耩

的通解就是

耉耨x, t耩 耽
耱

耨耲π~耩 1
2

∫
ϕ耨p耩ei

p
~x−i

E
~ tdp. 耨耲耮耳耳耩
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把耨耲耮耳耱耩代入耬 我们有

耉耨x, t耩 耽
耱

耨耲π~耩 1
2

∫
耱

π
1
4 耨~α耩 1

2

e−
p2

2α2~2 +i p~x−i
p2t
2m~ dp. 耨耲耮耳耴耩

我们看到p 耽 耰的几率幅最大耬 这点并不随时间变化耮

将动量积分掉耬 我们得到

耉耨x, t耩 耽
耱√

耨 1
α 耫 i~tα

m 耩π
1
4

e
− x2α2

2(1+ i~tα2
m

) . 耨耲耮耳耵耩

考虑它的模方耬 可以看到波函数的宽度耨耱 耫 ~2α4t2

m 耩1/2/耨
√
耲α耩随时间变大耬 这表明波包在扩散！速度大约

为~α/m耮

如果零时刻波函数是如下形式

耉耨x, 耰耩 耽 Ae−
α2x2

2 +i
p0x
~ , 耨耲耮耳耶耩

通过傅立叶逆变换耬 我们可以算出

ϕ耨p耩 耽
A

耨耲π~耩 1
2

∫
e−

α2x2

2 +i
p0x
~ −i

px
~ dx

耽
耱

π
1
4 耨~α耩 1

2

e−
(p−p0)2

2α2~2 ,

耨耲耮耳耷耩

表明动量的几率分布为中心为p0的高斯分布耬 不确定度为~α/
√
耲耮 那么之后任意时刻的波函数就是

耉耨x, t耩 耽 c

∫
e−

(p−p0)2

2α2~2 ei
p
~x−i

p2

2m~ tdp

耽
耱√

耨 1
α 耫 i~tα

m 耩π
1
4

e
−

(x− p0t
m

)2α2

2(1+ i~tα2
m

)
+
ip0
~ (x− p0t

m ) 耨耲耮耳耸耩

模方就是

|ψ耨x, t耩|2 耽
耱√

耨 1
α2 耫 ~2t2α2

m2 耩π
1
2

e
−

(x− p0t
m

)2α2

(1+ ~2α4t2

m2 ) . 耨耲耮耳耹耩

可以看到波包的中心在以速度p0/m移动耮 同时波包的宽度在按

老x 耽
耱√
耲

耨耱 耫 ~2α4t2/m2耩1/2

α
≈ 耱√

耲
~αt/m 耨耲耮耴耰耩

扩散耬 其速度是~α/m耮 这一过程的数值模拟可以在我的主页找到耮
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2.1.3 定定定态态态问问问题题题的的的一一一般般般讨讨讨论论论

薛定谔方程的定态解或者分离变量解为

耉耨r, t耩 耽 ψE耨r耩e
−iE~ t 耨耲耮耴耱耩

其中ψE耨x耩满足不含时薛定谔方程耺

聞HψE 耽 EψE 耨耲耮耴耲耩

我们前面遇到了两种情况：粒子被约束在有限空间范围内和粒子自由耮 前者上述方程的解对应E是分立的能

级，后者E是连续的耮 前者对应给定能量下粒子无法到达无穷远处，称为束缚定态耨简称束缚态耬聢聯聵聮聤 聳聴聡聴聥耩耬

后者不对应可以实现的状态耮

对波函数的一般要求：连续、单值耨确定的x只有唯一的ψE耨x耩耩耮 本节里的波函数都指ψE 耮

几个帮忙的定理：

耱、如果ψ耨x耩 耽 u耨x耩 耫 iv耨x耩是 聞Hψ耨x耩 耽 Eψ耨x耩的解，那么ψ∗耨x耩 耽 u耨x耩− iv耨x耩也是属于E的解。
证明：

耨− ~2

耲m
ψ′′ 耫 V 耨x耩ψ耩∗ 耽 耨Eψ耩∗

− ~2

耲m
ψ∗′′ 耫 V 耨x耩ψ∗ 耽 Eψ∗

耨耲耮耴耳耩

这里用到了V 耨x耩是实的耮

耲、 聞Hψ耨x耩 耽 Eψ耨x耩总可以找到一组实解，所有的解都可以表示成这组实解的线性叠加（完备性）。

证明：如果ψ耨x耩 耽 u耨x耩 耫 iv耨x耩是解，ψ∗耨x耩 耽 u耨x耩− iv耨x耩也是解。那么

聞H耨ψ ± ψ∗耩 耽 E耨ψ ± ψ∗耩 耨耲耮耴耴耩

即u耨x耩，v耨x耩也是本征值为E的解耬 也就是说ψ耨x耩 耽 u耨x耩 耫 iv耨x耩是实解的叠加。

耳、对一维粒子，如果ψ1和ψ2均为 聞Hψ 耽 Eψ的属于同一能量E的解，则ψ1ψ
′
2 − ψ2ψ

′
1 耽 C（常数）

证明：

ψ2聛ψ
′′
1 耫

耲m

~2
耨E − V 耩ψ1聝 耽 耰

−ψ1聛ψ
′′
2 耫

耲m

~2
耨E − V 耩ψ2聝 耽 耰

耨耲耮耴耵耩

两个方程相减，得到

ψ1ψ
′′
2 − ψ2ψ

′′
1 耽 耰. 耨耲耮耴耶耩

可以写成

耨ψ1ψ
′
2 − ψ2ψ

′
1耩
′ 耽 耰. 耨耲耮耴耷耩

积分，我们得到

ψ1ψ
′
2 − ψ2ψ

′
1 耽 C. 耨耲耮耴耸耩

耴、束缚态要求无穷远处|x| → ∞耬 波函数ψE耨x耩 → 耰耬 表明粒子被约束在有限的空间里。耨注意其

与ψ耨x耩 耽 Ce
ipx
~ 的区别耺 后者|ψ耨x耩| 耽常数，因此无法归一化耩。

定理：粒子在一维规则势场V 耨x耩（无奇点）中运动，如存在束缚态，则无无无简简简并并并现现现象象象耮

耨所谓简并是指两个（或以上）不一样的波函数属于同一个能级E耮耩

证明：假设有两个束缚态ψ1, ψ2简并，由于|x| → ∞, ψ → 耰耬 根据前面定理耳，无穷远处常数必为零，

ψ1ψ
′
2 耽 ψ2ψ

′
1 耨耲耮耴耹耩
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就是说
ψ′1
ψ1

耽
ψ′2
ψ2

耨耲耮耵耰耩

两边积分

聬聮ψ1 耽 聬聮ψ2 耫 C 耨耲耮耵耱耩

C是常数耮 因此ψ1 耽 eCψ2耮 说明ψ1与ψ2是一一一样样样的的的耨相差常数因子耩波函数。考虑到ψ1, ψ2都有归一化，

有|eC | 耽 耱耬 即C是一个纯虚数，给出一个固定的相位耮

耵、一般情况下耬 如果V 耨x耩连续，或

V 耨x耩 耽

V1 x < a

V2 x > a
（不连续，但V2 − V1有限） 耨耲耮耵耲耩

则ψ耨x耩与ψ′耨x耩都连续。

聆聩聧聵聲聥 耲耮耲耺 V 耨x耩 不连续，但是跳跃有限耮

证明：
d2

dx2
ψ耨x耩 耽 −耲m

~2
聛E − V 耨x耩聝ψ耨x耩 耨耲耮耵耳耩

在a处积分

ψ′耨a耫 ε耩− ψ′耨a− ε耩 耽 −耲m

~2
聬聩聭
ε→0

∫ a+ε

a−ε
dx聛E − V 耨x耩聝ψ耨x耩 耨耲耮耵耴耩

由于E与V 耨x耩有限大，所以积分

聬聩聭
ε→0

∫ a+ε

a−ε
dx聛E − V 耨x耩聝ψ耨x耩 耽 聬聩聭

ε→0
Eψ耨a耩耲ε− 聬聩聭

ε→0
聛V2耨ψ耨a耫耩ε耫 V1ψ耨a−耩ε聝→ 耰 耨耲耮耵耵耩

这里我们利用了积分的面积解释。所以

ψ′耨a耫 耰+耩 耽 ψ′耨a− 耰+耩 耨耲耮耵耶耩

即ψ′是连续的，条件是V 耨x耩有限。

讨论：

耱耮 V 耨x耩有限区域，ψ与ψ′连续；

耲耮 如果V 耨x耩 在x 耽 a处发生无穷大跳跃，尽管ε → 耰 仍然可以导致耲耮耵耵 中右边不等于零，从而使得ψ′可

以不连续；
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耶、考虑势能函数是偶的V 耨x耩 耽 V 耨−x耩耮 如果ψ1耨x耩是 聞Hψ 耽 Eψ的解，那么ψ1耨−x耩也是本征值为聅的解。

证明：

− ~2

耲m

d2

dx2
ψ耨x耩 耫 V 耨x耩ψ耨x耩 耽 Eψ耨x耩 耨耲耮耵耷耩

在x→ −x时
− ~2

耲m

d2

dx2
→ − ~2

耲m

d2

d耨−x耩2
耽 − ~2

耲m

d2

dx2
耨耲耮耵耸耩

令x→ −x，定态薛定谔方程变为：

− ~2

耲m

d2

d耨−x耩2
ψ耨−x耩 耫 V 耨−x耩ψ耨−x耩 耽 Eψ耨−x耩 耨耲耮耵耹耩

− ~2

耲m

d2

dx2
ψ耨−x耩 耫 V 耨x耩ψ耨−x耩 耽 Eψ耨−x耩 耨耲耮耶耰耩

重重重要要要推推推论论论：：： 对于一维束缚态的解，则ψ耨x耩 耽 Cψ耨−x耩耮 在考虑ψ耨−x耩 耽 Cψ耨−耨−x耩耩耬 即ψ耨x耩 耽 C2ψ耨x耩耬 所

以

C2 耽 耱 耨耲耮耶耱耩

只有两种可能：C 耽 耱或C 耽 −耱耬 分别为偶偶偶宇宇宇称称称和奇奇奇宇宇宇称称称两种情况耺

若ψ耨x耩 耽 ψ耨−x耩，称偶宇称波函数；若ψ耨x耩 耽 −ψ耨−x耩为奇宇称波函数。
就是说：一一一维维维偶偶偶势势势V 耨x耩 耽 V 耨−x耩下下下，，，束束束缚缚缚态态态解解解是是是有有有确确确定定定宇宇宇称称称的的的。
说明：在V 耨x耩 耽 V 耨−x耩条件下，对于能量为E的解，如果不是束缚态，一般会存在简并。此时解ψ耨x耩不

一定有确定的宇称，但是总可以写成有宇称解的叠加。

比如：自由粒子V 耨x耩 耽 V 耨−x耩 耽 耰耬 ψ耨x耩 耽 A 聥聸聰耨±ipx/~耩就是能量E 耽 p2/耲m的两个解，都

是聣聯聳耨px/~耩 与聳聩聮耨px/~耩的叠加。
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2.1.4 有有有限限限深深深势势势阱阱阱

我们设阱外V 耽 V0，阱内仍然V 耽 耰耮 可以理解为盒子硬度有限，但仍有E < V0耮

经典物理告诉我们：粒子如果能量E 耽 p2

2m < V0，会被限制在盒子内；与无限深没有区别。如

果E 耽 p2

2m > V0，会离开盒子，自由运动。

下面我们看量子力学的结论怎样的。

考虑束缚定态耉耨x, t耩 耽 ψE耨x耩e
−iE~ t耮 （下面ψE耨x耩简写为ψ耩耮

首先考虑阱内耮 波函数满足

ψ′′ 耫
耲mE

~2
ψ 耽 耰. 耨耲耮耶耲耩

由于势能在所有地方大于或等于零，所以E > 耰耮 令k 耽
√

2mE
~ 耬 解可以选实函数聣聯聳 kx和聳聩聮 kx的叠加，不

选e±ikx。

再考虑阱外：

ψ′′ 耫
耲m耨E − V0耩

~2
ψ 耽 耰 耨耲耮耶耳耩

考虑E < V0，与经典不同，我们不能武断认为

ψ耨|x| > a

耲
耩 耽 耰 耨耲耮耶耴耩

令k′ 耽

√
2m(V0−E)

~
ψ′′ − k′2ψ 耽 耰 耨耲耮耶耵耩

考虑到有物理意义的解在无穷远处不能发散，所以取

ψ 耽

Ae−k
′x x > a

2

Bek
′x x < −a2

耨耲耮耶耶耩

再考虑到束缚态解必须有宇称性耬 两种可能耺 A 耽 B，偶宇称；A 耽 −B，奇宇称。

聁 偶宇称解：

内 聣聯聳 kx ,外 耺

Ae−k
′x x > a

2

Aek
′x x < −a2

耨耲耮耶耷耩

根据前面的定理：ψ，ψ′在|x| 耽 a
2处连续：

ψ′|x= a
2−0+ 耽 ψ′|x= a

2 +0+

ψ|x= a
2−0+ 耽 ψ|x= a

2 +0+

耨聬聮ψ耩′|x= a
2−0+ 耽 耨聬聮ψ耩′|x= a

2 +0+

耨聬聮 聣聯聳 kx耩′|x= a
2
耽 耨聬聮 e−k

′x耩′
∣∣∣
x= a

2

耨耲耮耶耸耩

−
k 聳聩聮 k a2
聣聯聳 k a2

耽 −k′ 耨耲耮耶耹耩

ak

耲
聴聡聮

ka

耲
耽
k′a

耲
耨耲耮耷耰耩

令ξ 耽 ka
2 ，η 耽 k′a

2 ξ 聴聡聮 ξ 耽 η

ξ2 耫 η2 耽 k2a2

4 耫 k′2a2

4 耽 2mE
~2

a2

4 耫 2m(V0−E)
~2

a2

4 耽 mV0a
2

~2

耨耲耮耷耱耩

讨论：
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聆聩聧聵聲聥 耲耮耳耺 式耨耲耮耷耱耩的图解

• 交点给出E

• 深且宽耬 井内能束缚住更多的量子态（波函数）耮 无限深势井是极限情况耮

• 浅而窄耬 束缚态少，但是最少也有一个耮

聂 奇宇称解：

内 聳聩聮 kx 外

Ae−k
′x x > a

2

−Aek′x x < −a2
耨耲耮耷耲耩

大家自行讨论。
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2.2 δ势势势阱阱阱

对于有限深势阱耬 我们还可以规定阱内V 耽 −V0，阱外V 耽 耰耮 耨因为势能零点可以任意选取耩耮 那么耺∫ ∞
−∞

V 耨x耩dx 耽 −V0a 耨定义为−γ耩. 耨耲耮耷耳耩

若V0 →∞, a→ 耰，但V0a 耽 γ不变耬 则我们可以把势能函数写为

V 耨x耩 耽 −γδ耨x耩. 耨耲耮耷耴耩

粒子的定态方程为：

− ~2

耲m
ψ′′ 耫 V 耨x耩ψ耨x耩 耽 Eψ耨x耩 耨耲耮耷耵耩

ψ′′ 耫
耲mγ

~2
δ耨x耩ψ 耫

耲mE

~2
ψ 耽 耰 耨耲耮耷耶耩

在x 6耽 耰处，V 耽 耰耬 所以

ψ′′ 耫
耲mE

~2
ψ 耽 耰. 耨耲耮耷耷耩

考虑束缚态 E < V 耨∞耩 耽 耰，令β 耽
√
−2mE
~

ψ′′ − β2ψ 耽 耰 耨耲耮耷耸耩

方程的解为

ψ 耽 e±βx. 耨耲耮耷耹耩

由于束缚态要求x→ ±∞, ψ → 耰耬 所以

ψ 耽

C1e
−βx x > 耰

C2e
βx x < 耰

耨耲耮耸耰耩

势能是偶宇称的，因此我们可以要求解有宇称性：

首先考虑偶宇称解：ψ耨x耩 耽 ψ耨−x耩耮 这就要求C1 耽 C2 耽 C耮

在原点附近对耨耲耮耷耶耩积分

聬聩聭
ε→0

∫ ε

−ε

[
ψ′′ 耫

耲mγ

~2
δ耨x耩ψ 耫

耲mE

~2
ψ

]
dx 耽 ψ′耨耰+耩− ψ′耨耰−耩 耫 耲mγ

~2
ψ耨耰耩 耽 耰 耨耲耮耸耱耩

那么

−βCe−βx
∣∣
0+ − βCeβx

∣∣
0−

耽 −耲mγ

~2
C 耨耲耮耸耲耩

即

耲βC 耽
耲mγC

~2
耨耲耮耸耳耩

因而

β2 耽 耨
mγ

~2
耩2 耽 −耲mE

~2
耨耲耮耸耴耩

我们发现束缚态是唯一的，其能量为

E 耽
−mγ2

耲~2
耨耲耮耸耵耩

根据归一化要求，可以算出：C 耽
√
β耮

再来考虑奇宇称解耬 这要求C1 耽 −C2 耽 C，由于ψ耨x耩处处连续，在x 耽 耰处

Ce−βx|0+ 耽 −Ceβx|0− . 耨耲耮耸耶耩

因此C 耽 耰，这说明没有奇宇称的束缚态。
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2.3 一一一维维维谐谐谐振振振子子子

考虑一个弹簧，质点质量m耮 势能V 耨x耩 耽 1
2kx

2耮 k是弹性系数耮 粒子受力

f 耽 −kx

耮

牛顿力学告诉我们

−kx 耽 m聿x 耨耲耮耸耷耩

其解为

x 耽 A 聳聩聮耨ωt耫 δ耩 耨耲耮耸耸耩

p 耽 m 聟x 耽 mωA 聣聯聳耨ωt耫 δ耩 耨耲耮耸耹耩

其中ω 耽
√
k/m为自然频率，势能可以写为V 耨x耩 耽 1

2mω
2x2耮 振幅A由能量E决定耺 1

2kA
2 耽 E耮 E可以取任意

大于零的值耮 相位δ由初始位置决定耮

我们也可以用哈密顿力学来写运动方程耬 H 耽 p2

2m 耫 1
2mω

2x2

聟x 耽
∂H

∂p
耽

p

m

聟p 耽 −∂H
∂x

耽 −mω2x 耨耲耮耹耰耩

前者就是动量的定义式，后者是牛顿方程。

量子力学用波函数描述谐振子的运动状态耬 满足薛定谔方程

i~
∂耉耨x, t耩

∂t
耽 H耉耨x, t耩 耨耲耮耹耱耩

先考虑定态情况：耉耨x, t耩 耽 ψE耨x耩e
−iEt/~耮 由于势能在无穷远处是无穷大，所以系统只存在束缚态耮 空间部

分满足定态聓耭聥聱

HψE耨x耩 耽 EψE耨x耩 耨耲耮耹耲耩

即

− ~2

耲m

聤2ψE
聤x2

耫
耱

耲
mω2x2ψE 耽 EψE 耨耲耮耹耳耩

两边除以~ω/耲耬 即以~ω/耲作为单位来度量能量

−ψE
′′

mω
~

耫
mω

~
x2ψE 耽

耲E

~ω
ψE 耨耲耮耹耴耩

我们知道聛mω~ 聝 耽 1
L2 耬 这保证了两边量纲相同。

定义mω/~ ≡ α2耬 x0 ≡ 耱/α是长度，自然的长度单位！则x/耨耱/α耩 ≡ ξ耬 是以自然长度单位度量的长度耮
1
2~ω取为自然的能量单位耬 那么λ ≡ E/耨 1

2~ω耩就是以自然能量单位度量的能量耮 这样作也成为聠无量纲化耧耮

−聤2ψE
聤ξ2

耫 ξ2ψE 耽 λψE 耨耲耮耹耵耩

首先研究极限ξ → ±∞下上面方程的渐近行为耮 由于系统能量为常数耬 此时可以忽略掉λψE 耬 方程化为

聤2ψE
聤ξ2

− ξ2ψE 耽 耰. 耨耲耮耹耶耩

解为

ψE ∝ e±ξ
2/2. 耨耲耮耹耷耩
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耨利用了此极限下ξ2 耽 ξ2 ± 耱耩耮

考虑到束缚态要求ψE → 耰耬 上式只取聠耭耧号。

在非非非无无无穷穷穷远远远处处处耬 我们设ψE 耽 u耨ξ耩e−ξ
2/2耬 带入耨耲耮耹耵耩耬 得到u耨ξ耩满足的方程

聤2u

聤ξ2
− 耲ξ

聤u

聤ξ
耫 耨λ− 耱耩u 耽 耰 耨耲耮耹耸耩

此为著名的聈聥聲聭聩聴聥方程。

观察可得：

u 耽 c0, 聩聦 λ 耽 耱耬 就是E 耽 1
2~ω 耨耲耮耹耹耩

u 耽 ξ, 聩聦 λ 耽 耳耬 就是E 耽 耨耱 耫 1
2 耩~ω 耨耲耮耱耰耰耩

u 耽 耲ξ2 − 耱 聩聦 λ 耽 耵耬 就是E 耽 耨耲 耫 1
2 耩~ω 耨耲耮耱耰耱耩

这就是厄密方程的前几个解！注意它们的宇称性，符合对称势能的要求耮

一般地耬 假设无穷级数解

u 耽

∞∑
k=0

ckξ
k. 耨耲耮耱耰耲耩

束缚态和对称势能，导致解有宇称耮 我们分别考虑：

耱耮 偶宇称解耺 ue 耽 c0 耫 c2ξ
2 耫 c4ξ

4 耫 · · ·

耲耮 奇宇称解耺 uo 耽 c1ξ 耫 c3ξ
3 耫 c5ξ

5 · · ·

将耨耲耮耱耰耲耩带入耨耲耮耹耸耩耬

∑
k=2

ckk耨k − 耱耩ξk−2 − 耲ξ
∑
k=1

ckkξ
k−1 耫 耨λ− 耱耩

∑
k=0

ckξ
k 耽 耰 耨耲耮耱耰耳耩

改写之，让k都从零开始数起∑
k=0

ck+2耨k 耫 耲耩耨k 耫 耱耩ξk − 耲
∑
k=0

ckkξ
k 耫 耨λ− 耱耩

∑
k=0

ckξ
k 耽 耰 耨耲耮耱耰耴耩

比较同次幂

ck+2 耽
耲k 耫 耱− λ

耨k 耫 耲耩耨k 耫 耱耩
ck 耨耲耮耱耰耵耩

对于偶宇称解耬 如果知道c0耬可以算出c2, c4, c6, · · · 耻 奇宇称解耬 知道c1耬 可以知道c3, c5, · · · 耮
但是这里藏着一个问题，我们通过偶宇称解来说明耮 此时k 耽 耲m为偶数耮 在m很大时，

c2m+2

c2m
→ 耱

m耫 耱
. 耨耲耮耱耰耶耩

我们可以看到c2m 耽 耱/m耡

当ξ →∞时耬 ue中k越大的项越重要耮 因此

ue ≈
∑
m

耨ξ2耩m

m耡
耽 eξ

2

. 耨耲耮耱耰耷耩

这导致ψE 耽 uee
−ξ2/2 发散！

为避免这种情况发生，我我我们们们必必必须须须要要要让让让无无无穷穷穷级级级数数数解解解中中中断断断为为为多多多项项项式式式(polynomial)！！！



耳耴 聃聈聁聐联聅聒 耲耮 一维问题

聆聩聧聵聲聥 耲耮耴耺 简谐振子的能量本征态耮

如果λ 耽 耲n 耫 耱耬 n为整数，那么级数解就会终止为多项式，从而避免发散。这个多项式就是著名

的聈聥聲聭聩聴聥 多项式Hn耨ξ耩耮 按惯例耬 规定最高幂的系数cn 耽 耲n耮 比如耺 H0耨ξ耩 耽 耱, H1耨ξ耩 耽 耲ξ,H2耨ξ耩 耽

c0 耫 c2ξ
2 耽 耴ξ2 − 耲.

这个λ是以 1
2~ω为单位的能量，或者说

En 耽 耨n耫 耱/耲耩~ω. 耨耲耮耱耰耸耩

对应的波函数就是

ψn 耽 NnHn耨ξ耩e
−ξ2/2 耽 NnHn耨αx耩e

− 1
2α

2x2

. 耨耲耮耱耰耹耩

其中Nn为归一化系数耺

Nn 耽 耨
α

耲nn耡
√
π
耩

1
2 . 耨耲耮耱耱耰耩

这可以利用厄密多项式的性质得到∫ ∞
−∞

Hn耨ξ耩Hm耨ξ耩e−ξ
2

聤ξ 耽
√
π耲nn耡δm,n 耨耲耮耱耱耱耩

由此 ∫ ∞
∞

ψm耨x耩ψn耨x耩聤x 耽 δm,n 耨耲耮耱耱耲耩

这就是波函数的正交归一性。

最重要的是基态波函数

ψ0 耽
α

1
2

π1/4
e−

1
2α

2x2

耨耲耮耱耱耳耩

就是我们熟悉的高斯函数。

第一激发态

ψ1耨x耩 耽
耨耲α耩

1
2

π1/4
αxe−

1
2α

2x2

耨耲耮耱耱耴耩

经典力学告诉我们，给定能量E耬 可以算出振子的振幅 1
2mω

2A2 耽 E耮 对于基态能量E 耽 1
2~ω耬 容易算出

经典振幅A 耽
√

~/耨mω耩 耽 x0 耽 耱/α耮 可以看到，自自自然然然长长长度度度单单单位位位就就就是是是基基基态态态对对对应应应的的的A耮

但是按经典力学，粒子应该出现在±A之间。量子力学告诉我们这不是真的。我们计算粒子跑出这个范
围的几率

p 耽 耲

∫ ∞
1/α

|ψ0耨x耩|2聤x 耽
耲√
π

∫ ∞
1

e−ξ
2

聤ξ ≈ 耰.耱耶 耨耲耮耱耱耵耩

我们再来看第一激发态ψ1耮



耲耮耳耮 一维谐振子 耳耵

首先来求最可几位置耮 利用
dψ2

1

dx 耽 耰耬

聤耨ξ2e−ξ
2

耩

聤ξ
耽 耰, 耨耲耮耱耱耶耩

得ξ 耽 ±耱耬 说明粒子在±耱/α处出现几率最大。
还可以求此时的经典禁区： 1

2mω
2A2 耽 3

2~ω耬 得到A 耽
√
耳/α耮

还有粒子在禁区之外出现的几率

p 耽 耲

∫ ∞
A

ψ2
1聤x 耽

耴√
π

∫ ∞
√

3

ξ2聥−ξ
2

聤ξ 耽 耰.耱耱耲 耨耲耮耱耱耷耩
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2.4 一一一维维维势势势垒垒垒贯贯贯穿穿穿

到此为止我们遇到不含时薛定谔方程的两种解耮 一种是束缚态，可以归一化，能量不连续，一种是散射态，

也称游离态，不能归一化，能量连续耮 虽然后者本身不对应可以实现的真实状态，但是可以叠加成聠真实耧的

波包耮

在经典物理里面，束缚态粒子在E < V 耨x耩的区域运动耮 如果粒子能量在左边大于V 耨x耩耬 它可以从左边

来，在E 耽 V 耨x耩的地方停下，然后回到无穷远处耮 这两种运动状态就对应束缚态和散射态耮

但是满足量子力学的粒子，由于聠隧穿效应耧，只要E > V 耨±∞耩耬 就处于散射态，即可以到达无穷远处耮 这

是不同于经典粒子的地方耮

参考图耲耮耴。

聆聩聧聵聲聥 耲耮耵耺 经典与量子束缚态和散射态耮耨聣耩 经典的束缚态，量子的散射态耮

考虑一个质量为m的粒子在以下势垒中的运动

V 耨x耩 耽

{
耰, x < 耰, x > a

V0 > 耰, 耰 ≤ x ≤ a
耨耲耮耱耱耸耩

显然势垒没有办法束缚粒子，我们研究所谓聠散射耧态耮

我们假设粒子是从左边入射来的耮 假设它的能量E > 耰耬 但是低于V0耮 根据经典力学粒子不可能穿过势垒

到达x > a的区域耬 它会在x 耽 耰处反弹回去耮 如果你发射大量这样的粒子耬 百分之百都会被发弹回去耮 那么量

子力学对这个问题会给出什么样的答案呢？

我们考虑定态耮 由于粒子能量E > 耰耬 我们实际上在处理一个游离态问题耨粒子会在无穷远处出现耩耮 波函数

可以写成

耉耨x, t耩 耽 ψ耨x耩e−iEt/~. 耨耲耮耱耱耹耩

空间波函数满足定态聓聥聱

聞Hψ耨x耩 耽 − ~2

耲m
ψ耨x耩′′ 耽 Eψ耨x耩 耨耲耮耱耲耰耩



耲耮耴耮 一维势垒贯穿 耳耷

在x < 耰, x > a的区域耬 就是

ψ耨x耩′′ 耫 k2ψ耨x耩 耽 耰, k 耽

√
耲mE

~2
耨耲耮耱耲耱耩

在耰 ≤ x ≤ a耬

ψ耨x耩′′ − β2ψ耨x耩 耽 耰, β 耽

√
耲m耨V0 − E耩

~2
. 耨耲耮耱耲耲耩

这样定义k, β保证了k2 > 耰, β2 > 耰耮

聅聱耮耨耲耮耱耲耱耩的通解为聥聸聰耨±ikx耩耮 考虑到初始条件耺 粒子从左边入射耬 也就是说耬 无论如何粒子在右

边x > a段不会有向左的动量几率耬 我们取解为

ψ耨x耩 耽 eikx 耫Re−ikx, x < 耰, 耨耲耮耱耲耳耩

ψ耨x耩 耽 Seikx, x > a. 耨耲耮耱耲耴耩

从物理上看耬 聥聸聰耨ikx耩为具有动量~k的入射波耬 记为ψi耬 R 聥聸聰耨−ikx耩为动量为−~k的反射波ψR耬 S 聥聸聰耨ikx耩为

动量为~k的透射波ψS 耮 对游游游离离离态态态波函数无法归一化耬 重要的是相对强度耬 所以我们把入射波的振幅取为耱耮 至

于S耬 如果它等于零耬 就意味着粒子并不会出现在势垒之右耮

势垒内部的波函数是聅聱耮耨耲耮耱耲耲耩的解耬

ψ耨x耩 耽 Aeβx 耫Be−βx, 耰 ≤ x ≤ a. 耨耲耮耱耲耵耩

我们注意到耬由于非束缚态耬 即使选择坐标系使得势垒对称耬 定态解也并无宇称要求耮 想要知道粒子的反射与

透射情况就要求出R,S耬 这可以利用波函数及其导数在x 耽 耰, a两处连续求出耮

首先耬 在x 耽 耰处耬

耱 耫R 耽 A耫B,

ik耨耱−R耩 耽 耨A−B耩β. 耨耲耮耱耲耶耩

在x 耽 a处耬

Aeβa 耫Be−βa 耽 Seika,

βAeβa − βBe−βa 耽 ikSeika 耨耲耮耱耲耷耩

由聅聱耮耨耲耮耱耲耶耩耬

耲βA 耽 β 耫 ik 耫R耨β − ik耩

耲βB 耽 β − ik 耫R耨β 耫 ik耩. 耨耲耮耱耲耸耩

由聅聱耮耨耲耮耱耲耷耩耬

耲βA 耽 eika−βaS耨β 耫 ik耩

耲βB 耽 eika+βaS耨β − ik耩. 耨耲耮耱耲耹耩

以上两式可以写成

γ 耫R 耽 Sγeika−βa,

γ∗ 耫R 耽 Sγ∗eika+βa. 耨耲耮耱耳耰耩

其中

γ 耽
β 耫 ik

β − ik
, γ∗ 耽

β − ik
β 耫 ik

耽
耱

γ
, |γ| 耽 耱. 耨耲耮耱耳耱耩
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容易得到

S 耽
γ − γ∗

γe−βa − γ∗eβa
聥−ika, R 耽

eβa − e−βa

γe−βa − γ∗eβa
. 耨耲耮耱耳耲耩

我们得到

|S|2 耽
|γ − γ∗|2

耴 聳聩聮聨2 βa− 耨γ − γ∗耩2
, 耨耲耮耱耳耳耩

注意到

−耨γ − γ∗耩2 耽 |γ − γ∗|2, 耨耲耮耱耳耴耩

再利用

γ − γ∗ 耽 耴ikβ

β2 耫 k2
,→ |γ − γ∗|2 耽

耱耶E耨V0 − E耩

V 2
0

耨耲耮耱耳耵耩

有

|S|2 耽
耱

耱 耫
V 2

0 sinh2 βa
4E(V0−E)

. 耨耲耮耱耳耶耩

类似地耬

|R|2 耽
聳聩聮聨2 βa

聳聩聮聨2 βa耫 4E(V0−E)
V 2

0

. 耨耲耮耱耳耷耩

在以上计算的基础上耬 我们来讨论些物理问题耮

首先我们看到S不等于零耡 这意味着我们可以在势垒的右边找到粒子耡 这一完全不同于经典力学的结论称

为隧隧隧道道道效效效应应应(tunneling effect)耮

下面作更详细的分析耮 在势垒左边耬 x < 耰区域耬 我们可以计算几率流密度j耮

j 耽
耱

耲m
耨ψ∗聞pψ − ψ聞pψ∗耩, 耨耲耮耱耳耸耩

其中ψ耨x耩 耽 ψi 耫 ψR耮 交叉项互相抵消耬 我们发现j 耽 ji 耫 jR耬 其中

ji 耽
耱

耲m
耨ψ∗i 聞pψi − ψi聞pψ∗i 耩 耽

~k
m

jR 耽
耱

耲m
耨ψ∗R聞pψR − ψR聞pψ∗R耩 耽 −|R|2

~k
m

耨耲耮耱耳耹耩

在势垒右边耬 x > a区域耬 几率流密度jS 耽 |S|2 ~k
m 耮

几率流密度的物理意义是单位时间通过单位截面的几率耬在一维时约化为单位时间通过截面的几率耮 考虑

到波函数没有作归一化耬 所以算出的j实际上是正比于几率流密度耬 量纲与速度相同耮 设想有N个粒子以能

量E入射耬 单位时间通过一个截面的数目正比于jiN 耬 而反射回去的数目正比与jRN 耬 贯穿过去的正比与jSN 耮

因此我们定义反射系数r 耽 |jR/ji|耬 在本问题里r 耽 |R|2耬 透射系数t 耽 |jS/ji|2耬 在本问题里等于|S|2耮
我们看到在实际问题里一般耲βa >> 耱耮 比如一个电子遇到一个势垒宽度为a 耽 耱nm耬高度为V0−E 耽 耱eV 耬

则耲βa ≈ 耱耰.耮 在这种情况下耬 聳聩聮聨2 βa ≈ 聥聸聰耨耲βa耩耬 透射系数可以近似为

T 耽
耱耶E耨V0 − E耩

V 2
0

e−2βa. 耨耲耮耱耴耰耩

我们看到耬 质量越大耬 势垒相对于能量越高耬 势垒越宽耬 透射系数越小耮

对于宏观物体耬 比如m 耽 耱kg 耽 me/耨耹 × 耱耰−31耩 ≈ 耱耰30me 耨me是电子质量耩耬 V0 − E 耽 耱eV, a 耽 耱nm耬

则耲βa ≈ 耱耰17耬 可以设想透射可能有多小耬 可以说不可能发生隧道效应耮 但在微观世界耬 这一效应却不容忽

略耮 历史上耬 聇聡聭聯聶利用隧穿效应成功解释了α衰变耺 在238U衰败成234Th的过程中耬 α粒子从铀核中飞出耮 虽

然α粒子本身的能量没有铀核的势垒高耬 但是由于隧穿效应耬它仍然可以脱离铀核耮

如果E > V0耮
耲m耨V0 − E耩

~2
< 耰. 耨耲耮耱耴耱耩
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那么β改写为聩α耬 α 耽
√

2m(E−V0)
~2 > 耰实数。注意

聳聩聮聨耨βa耩 耽 聩 聳聩聮耨αa耩 耨耲耮耱耴耲耩

那么

|S|2 耽
耱

耱 耫
V 2

0 sin2 αa
4E(E−V0)

. 耨耲耮耱耴耳耩

我们应该可以观察到所谓的共振透射。当αa 耽 nπ耬 n 耽 耱, 耲, 耳, · · · 耬 |S|2 耽 耱耮

如果粒子遇到一个势井，V0 < 耰耬 会怎样？耨耲耮耱耴耳耩仍然适用。唯一要注意的是：当E → 耰耬 T → 耰耮 如

图耲耮耶耮

聆聩聧聵聲聥 耲耮耶耺 一维方势阱的透射系数

我们再来考虑一个极限情况，即δ势垒耨或势阱耩的隧穿问题。势井写为V 耨x耩 耽 −γδ耨x耩耮 耨实际上γ > 耰为

井，γ < 耰为垒耩耮

粒子从左边来，势垒左边波函数为聥聸聰耨ikx耩 耫 R 聥聸聰耨−ikx耩耬 右边波函数为S 聥聸聰耨ikx耩耮 k2 耽 耲mE/~2耮

在x 耽 耰处，波函数连续给出

耱 耫R 耽 S. 耨耲耮耱耴耴耩

波函数的一阶导数跳跃耬 根据聅聱耮耨耲耮耸耲耩

ikS − ik耨耱−R耩 耽 −耲mγ

~2
S. 耨耲耮耱耴耵耩

定义β 耽 mγ
~2k 耬 解出

S 耽
耱

耱− iβ
耨耲耮耱耴耶耩

和

R 耽
iβ

耱− iβ
耨耲耮耱耴耷耩

由此

|S|2 耽
耱

耱 耫 β2
, 耨耲耮耱耴耸耩

|R|2 耽
β2

耱 耫 β2
. 耨耲耮耱耴耹耩

根据β2 耽 mγ2

2~2E 耬 我们容易看到m耬 γ和入射能量E对透射系数的影响。

最后我们要注意，以上讨论的都是不可归一化的散射态波函数耬 不是可实现的状态耮 但是我们可以把散射

波函数叠加起来，形成可以归一化的波函数耬 即波包耮 波包在空间移动，遇到势垒后分成两个波包耺 透射和

反射波包耮 大家可以参考我的主页上的动画耮



耴耰 聃聈聁聐联聅聒 耲耮 一维问题

波包本身的能量不确定，但是会围绕平均能量在一定幅度内涨落耮 我们可以用平均能量下的透射与反射

系数来近似波包的反射和透射系数耮

也可以这么看：如果波包非常长，其实它就非常接近平均能量对应的散射态了耮 这个近似就是非常好的耮



Chapter 3

量量量子子子力力力学学学原原原理理理

3.1 左左左矢矢矢，，，右右右矢矢矢与与与算算算符符符

波函数实际描述的是粒子的微观状态耮

粒子的每一个微观状态都可以用抽象的复数矢量空间中的矢量来表示耬 该矢量称为态态态矢矢矢(state vector)耬

它包含了一个物理状态耨聳聴聡聴聥耩的全部信息耮 也就是说耬 我们能问的所有事情都被态矢包含了耮 这一矢量称为右

矢耨聫聥聴耩耮 比如耬 一个处于无限深势阱基态的粒子的状态耬 我们可以记为|α〉耮 而复数矢量空间称为聈聩聬聢聥聲聴空间耬

其维度由我们关心的物理系统的特性决定耮

两个右矢可以相加耺

|α〉耫 |β〉 耽 |γ〉. 耨耳耮耱耩

|γ〉是另一个矢量耮 加法满足交换律，

|α〉耫 |β〉 耽 |β〉耫 |α〉 耨耳耮耲耩

结合律：

|α〉耫 耨|β〉耫 |γ〉耩 耽 耨|α〉耫 |β〉耩 耫 |γ〉. 耨耳耮耳耩

也可以用一个复数去乘一个右矢耬 得到另一个矢量c|α〉耬 并且

c|α〉 耽 |α〉c. 耨耳耮耴耩

数乘满足

c耨|α〉耫 |β〉耩 耽 c|α〉耫 c|β〉 耨耳耮耵耩

以及

耨a耫 b耩|α〉 耽 a|α〉耫 b|α〉 耨耳耮耶耩

a耨b|α〉耩 耽 耨ab耩|α〉 耨耳耮耷耩

如果c 耽 耰耬 得到的矢量称为空空空矢矢矢(null ket)耮 在物理上耬 我们约约约定定定|α〉与与与c|α〉耨c 6耽 耰耩表表表示示示同同同一一一个个个物物物理理理态态态. 换

句话说耬 矢量空间里“方方方向向向”才才才是是是重重重要要要的的的耮

一个力学量耬 或称观观观测测测量量量耨 observable耬 注意这是个名词耩耬 比如动量、坐标或以后遇到的自旋角动量等耬

可以表示为矢量空间里的一个算算算符符符耮 比如说 聞A耬 它可以从左边作用在一个右矢上

聞A · |α〉, 耨耳耮耸耩

通常简写为A|α〉耬 得到另一个矢量耮 一般来说耬 这个矢量不是一个常数乘以|α〉耮 但是存在一些特殊的矢量耬 满

足

A|a〉 耽 a|a〉, 耨耳耮耹耩

耴耱
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称为算符 聞A的本征矢量耨聥聩聧聥聮聶聥聣聴聯聲耬 聥聩聧聥聮聫聥聴耩耮 a是纯数耬 称作A的本征值耨聥聩聧聥聮聶聡聬聵聥耩耮 一般来说耬 本征值和本

征矢不止一个耮

在物理上耬 与本征矢对应的状态称为本征态耨聥聩聧聥聮聳聴聡聴聥耩耮 按聄聩聲聡聣符号耬 前面的能量本征方程聅聱耮 耨耱耮耱耰耴耩就

是

聞H|n〉 耽 En|n〉. 耨耳耮耱耰耩

以后我们会讨论波函数ψn与右矢|n〉的关系耮

在线性代数里我们学过矢量|α〉和|β〉的线性组合可以写为a|α〉 耫 b|β〉耮 如果另一个矢量|γ〉不能写
为|α〉和|β〉的线性组合，则称|α〉, |β〉, |γ〉 线性无关耮 如果任意一个矢量都可以表示成这组彼此线性无关

的矢量的线形组合，那么我们称这组矢量张开了一个空间，这些矢量称为该空间的一组聠基耧 耨聢聡聳聩聳耩耮 这些矢

量的个数称为空间的维数耮

后面我们会论证，假设力学量 聞A有N个本征矢耬 那么它们会彼此线性无关，因此可以张开一个N维空间耮

一个任意的右矢|α〉可以表示为
|α〉 耽

∑
a

ca|a〉, 耨耳耮耱耱耩

其中a表示N个右矢耬 ca是复数耮 也就是说这N个本征矢构成一组聠基耧。这一表示是否唯一以后再讨论耮

3.1.1 左左左矢矢矢(bra)与与与内内内积积积(Inner products)

前面谈论的是右矢空间耨聫聥聴 聳聰聡聣聥耩耬 现在引入左左左矢矢矢空空空间间间(bra space)耮 我们假设每一个右矢|α〉 都能在这个空
间里找到一个左左左矢矢矢(bra) 和它对应耬 记为〈α|耮

|α〉 ↔ 〈α| 耨耳耮耱耲耩

也可以写作

耨|α〉耩† 耽 〈α|, 耨〈α|耩† 耽 |α〉. 耨耳耮耱耳耩

可以把左矢空间理解成右矢空间的镜像耮

非常重要的一个约定耺

耨c|α〉耩† ≡ c∗〈α|,

耨c|α〉耫 b|β〉耩† 耽 c∗〈α|耫 b∗〈β|. 耨耳耮耱耴耩

现在我们来定义左矢和右矢的内内内积积积(inner product)耬

〈β|α〉 耽 〈β| · |α〉. 耨耳耮耱耵耩

这一乘积一般是个复复复数数数耮

我们假设内积的根本性质有两个耬

• 第一
〈β|α〉 耽 耨〈α|β〉耩∗. 耨耳耮耱耶耩

注意：这一点与我们熟悉的实矢量空间两个矢量的点乘a · b是不同的耮 在那种情况下耬a · b 耽 b · a耮 根
据上面的性质可以立即得到结论耺 〈α|α〉为实数耮

如果

〈α|β〉 耽 耰, 耨耳耮耱耷耩

我们称|α〉和β〉正正正交交交(orthogonal)耮
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• 第二
〈α|α〉 ≥ 耰. 耨耳耮耱耸耩

等号只在|α〉为空矢时成立耮 这一点在物理上很重要耬 保证了量子力学的几率解释的成立耮 我们可以进而

定义|α〉的模
||α|| 耽

√
〈α|α〉 耨耳耮耱耹耩

对于一个非空的右矢耬 我们可以构造一个归一化的右矢|聾α〉耬

|聾α〉 耽

(
耱√
〈α|α〉

)
|α〉, 耨耳耮耲耰耩

满足

〈聾α|聾α〉 耽 耱. 耨耳耮耲耱耩

注：连续谱本征值对应的本征矢的归一化与此不同，后面讨论。

3.1.2 算算算符符符(Operators)的的的性性性质质质与与与运运运算算算

一个算符可以从左边作用到一个右矢上X · |α〉耬 其实也可以从右边作用到一个左矢上：

耨〈α|耩 ·X 耽 〈α|X, 耨耳耮耲耲耩

得到另外一个左矢耮 耨这与我们前面学习过的动量算符不同耮 动量算符只能向右作用到波函数上，是我们这里

所谓算符在坐标表象下的特殊形式耬 我们后面会讨论耩耮

如果两个算符X和Y对任意一个右矢满足耺

X|α〉 耽 Y |α〉, 耨耳耮耲耳耩

那么X 耽 Y 耮

算符可以相加耬 并且满足交换律和结合律

X 耫 Y 耽 Y 耫X, X 耫 耨Y 耫 Z耩 耽 耨X 耫 Y 耩 耫 Z. 耨耳耮耲耴耩

力学量的算符还都是线线线性性性的的的耬 满足下面关系

X耨c|α〉耫 b|β〉耩 耽 cX|α〉耫 bX|β〉. 耨耳耮耲耵耩

算符可以相乘耮 一般情况下乘法不能交换顺序

XY 6耽 Y X. 耨耳耮耲耶耩

因此有必要定义它们的对易式耺

聛X,Y 聝 ≡ XY − Y X. 耨耳耮耲耷耩

但是结合律仍然成立

X耨Y Z耩 耽 耨XY 耩Z 耽 XY Z. 耨耳耮耲耸耩

一般来讲X|α〉和〈α|X不是对偶的（或称共轭）耮 我们有必要定义X†使得

X|α〉 ↔ 〈α|X†. 耨耳耮耲耹耩

X†称作X的厄厄厄密密密共共共轭轭轭(Hermitian adjoint)算算算符符符耮 一类非常重要的算符满足

X 耽 X†, 耨耳耮耳耰耩

被称作厄厄厄密密密算算算符符符(Hermitian)耮 另外由于

XY |α〉 耽 X耨Y |α〉耩↔ 耨〈α|Y †耩X† 耽 〈α|Y †X† 耨耳耮耳耱耩

所以，

耨XY 耩† 耽 Y †X†. 耨耳耮耳耲耩
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3.1.3 外外外积积积(Outer Product)

一个左矢还可以与一个右矢进行外积耮 写为|β〉〈α|耮 它实际上是一个算符耮 与内积完全不同耮

结合合合公公公理理理（（（The Associative Axiom)耺 左矢耬 右矢耬 算符的合合合法法法乘乘乘法法法可以随意结合耮

这里合法乘法是针对有些聠非法耧乘法而言的，比如耺 |α〉 聞A, 聞X〈β|耮 当α〉和|β〉是同一个矢量空间的矢量时耬

|α〉|β〉也是非法的耮

应用举例：

耱耮 外积作用在一个右矢上

耨|β〉〈α|耩 · |γ〉 耽 耨|β〉耩 · 耨〈α|γ〉耩. 耨耳耮耳耳耩

得到一个新的右矢耮 所以外积确实是一个算符耮 如果内积〈α|γ〉 6耽 耰耬 该右矢对应|β〉对应的物理态耮

耲耮 外积算符的厄密共轭算符

耨|β〉〈α| · |γ〉耩† 耽 耨|β〉耨〈α|γ〉耩耩† 耽 〈β|耨〈α|γ〉耩∗ 耽 〈γ|α〉 · 〈β| 耽 〈γ| · |α〉〈β| 耨耳耮耳耴耩

这表明|α〉〈β|是|β〉〈α|的厄密共轭算符耮

耳耮 考虑

〈β| · 耨X|α〉耩 耽 耨〈β|X耩 · |α〉 耽 〈β|X|α〉 耨耳耮耳耵耩

这说明在上式中没有必要区分算符向左还是向右作用耮 由于

〈β|X|α〉 耽 〈β| · 耨X|α〉耩 耽 耨耨〈α|X†耩 · |β〉耩∗ 耽 〈α|X†|β〉∗, 耨耳耮耳耶耩

因此，对厄密算符X 耽 X†耬 有

〈β|X|α〉 耽 〈α|X|β〉∗. 耨耳耮耳耷耩

在聇聲聩耎聴聨聳书里定义了记号|Xα〉 ≡ X|α〉耬 即用Xα来标识右矢X|α〉耬 以及〈X†β| ≡ 耨X†|β〉耩† 耽 〈β|X耬 即

用X†β来标识X†|β〉对应的左矢耬 也就是〈β|X耬 这里我们利用了耨X†耩† 耽 X耮

因此聅聱耮耨耳耮耳耵耩或耨耳耮耳耶耩 可以改写成

〈β|Xα〉 耽 耨X†|β〉耩† · |α〉 耽 〈X†β|α〉 耨耳耮耳耸耩

可以理解为：左矢〈β|与右矢|Xα〉的内积等于左矢〈X†β|与右矢|α〉的内积耮

如果X是厄密算符，那么

〈β|Xα〉 耽 〈Xβ|α〉. 耨耳耮耳耹耩

上式也被用来定义厄密算符耺满足聅聱耮耨耳耮耳耹耩的算符X是厄密的耮

注意到〈Xβ| 耽 耨X|β〉耩† 耽 〈β|X†耬 上式也就是

〈β|X|α〉 耽 〈β|X†|α〉 耨耳耮耴耰耩
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3.2 基基基矢矢矢(Basis)

定理耺 厄密算符 聞A的本征值为实耻 不同本征值的本征矢正交耮

证明耺
聞A|a′〉 耽 a′|a′〉. 耨耳耮耴耱耩

由于 聞A厄密耬 所以

〈a′| 聞A 耽 a′∗〈a′|. 耨耳耮耴耲耩

分别左乘〈a′|耬 右乘|a′〉上面两式耬 相减

耨a′ − a′∗耩〈a′|a′〉 耽 耰. 耨耳耮耴耳耩

一个非空右矢和它的左矢的内积大于零耬 于是a′ 耽 a′∗耬 所以本征值是实的耮

现在考虑另一个本征值a′′ 6耽 a′耬
聞A|a′′〉 耽 a′′|a′′〉. 耨耳耮耴耴耩

其对偶方程是耺

〈a′′| 聞A 耽 a′′∗〈a′′|. 耨耳耮耴耵耩

容易得到

耨a′ − a′′∗耩〈a′′|a′〉 耽 耰. 耨耳耮耴耶耩

因为a′, a′′都是实的耬 也就是a′ 6耽 a′′∗耬 所以〈a′′|a′〉 耽 耰耮

注：一个特殊情况需要注意耬 如果a′ 耽 a′′耬 仍然有可能|a′〉与|a′′〉不同耬 这就是简并矢量耮 原则上定理不保

证〈a′|a′′〉 耽 耰耮 但是我们总可以通过聠构造耧使得简并矢量正交耮 后面我们会讨论这个问题耮

根据这一定理耬 我们总可以要求所有本征矢正交归一耨约定每个基矢都是归一化的耩耺

〈a′|a′′〉 耽 δa′,a′′ 耨耳耮耴耷耩

（注：对于a′ 耽 a′′耬 但是|a′〉 6耽 |a′′〉耬 我们聠视为耧a′ 6耽 a′′耩耮
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3.2.1 力力力学学学量量量算算算符符符本本本征征征矢矢矢作作作为为为基基基矢矢矢

根据 聞A的本征矢的正交归一性，容易证明他们彼此线性无关。假设这些本征矢有N个，那么它们张开一

个N维空间。给定一个任意的态矢量|α〉耬 总可以把它展开成这些本征矢的叠加耮 这相当于选取 聞A的本征矢为

基矢耮 称为A表表表象象象耮

|α〉 耽
∑
a′

ca′ |a′〉. 耨耳耮耴耸耩

其中耬

聞A|a′〉 耽 a′|a′〉. 耨耳耮耴耹耩

左乘〈a′|耬 利用本征矢的正交归一性耬 可以得到

ca′ 耽 〈a′|α〉. 耨耳耮耵耰耩

于是聅聱耮 耨耳耮耴耸耩可以改写成

|α〉 耽
∑
a′

|a′〉〈a′|α〉. 耨耳耮耵耱耩

非常类似于一般欧几里德空间的矢量展开耮

~V 耽
∑
i

ci聞ei 耨耳耮耵耲耩

其中聞ei, i 耽 耱, 耲, . . .是正交归一单位矢量耮 ci 耽 聞ei · ~V 耮

利用结合公理耬 上式可理解为
∑
a′ |a′〉〈a′|作用到|α〉耮 由于|α〉任意耬 实际上这要求∑

a′

|a′〉〈a′| 耽 耱, 耨耳耮耵耳耩

耱为恒等耨或单位耩算符耮 这就是完备性关系耨的聄聩聲聡聣理论表示耩耮量量量子子子力力力学学学理理理论论论假假假设设设力力力学学学量量量的的的本本本征征征矢矢矢满满满足足足完完完备备备

性性性关关关系系系。。。

我们看到

|a′〉〈a′| · |α〉 耽 ca′ |a′〉 耨耳耮耵耴耩

可以理解把|a′〉〈a′|把|α〉投影到|a′〉方向，因此可以定义投影算符Pa′

Pa′ ≡ |a′〉〈a′| 耨耳耮耵耵耩

完备性关系聅聱耮耨耳耮耵耳耩也可以写为 ∑
a′

Pa′ 耽 耱. 耨耳耮耵耶耩

完备性关系非常有用耮 例如可用来证明展开系数ca′满足的要求耮 在内积中插入完备性关系，在利用结合

公理：

〈α|α〉 耽 〈α|耨
∑
a′

|a′〉〈a′|耩|α〉 耽
∑
a′

|〈a′|α〉|2. 耨耳耮耵耷耩

如果|α〉是归一的耬 那么 ∑
a′

|ca′ |2 耽 耱. 耨耳耮耵耸耩

这给出了展开系数的几率解释耮
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3.3 测测测量量量原原原理理理或或或广广广义义义统统统计计计诠诠诠释释释

对于处于状态|α〉的粒子，测量力学量A耬 所有可能的测量值只能是对应厄密算符A的本征值a′耬 得到该测量值
的几率为|ca′ |2，

ca′ 耽 〈a′|α〉 耨耳耮耵耹耩

是展开系数，又称几率幅，其中|a′〉是A的属于本征值a′的本征态。测量之后粒子的状态坍坍坍缩缩缩到相应的本征
态|a′〉耮
换言之，如果制备大量耨N个耩|α〉 态的粒子，测量力学量A耬 我们会发现有N |ca′ |2个粒子得到a′耬 并处

于|a′〉 态。
如果对这些已经处于|a′〉态的粒子再进行测量A，会百分之百得到测值a′耬 并处于|a′〉态。
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聆聩聧聵聲聥 耳耮耱耺 聓聴聥聲聮耭聇聥聲聬聡聣聨实验耨图取自聗聩聫聩百科）耮 经典预期与实验事实是不一样的耮

3.4 自自自旋旋旋1/2系系系统统统，，，Stern-Gerlach实实实验验验

我们结合自旋耱耯耲系统来说明量子力学原理耮

银原子有耴耷个电子耮 忽略其核自旋耬 再考虑耴耶个内层电子的总角动量耨自旋与轨道之和耩为零耮 原子的总自

旋是由其最外层的耨耵S耩 电子的自旋提供耮 其磁矩为

~µ 耽
−e
mec

S. 耨耳耮耶耰耩

其中S为自旋角动量耮

由于原子很重耬 是电子质量的耵 × 耱耰5倍耬 可以认为按一定轨道运动耮 由于原子不带电耬所以不受洛仑兹力耮

但是耬 磁场是非均匀的耬 原子在其中运动还是受到正比于磁矩的偏转力耮 可以根据势能V 耽 −~µ ·B的梯度来计
算耮 磁场是z方向的耬 受力为

fz 耽 −
∂

∂z
耨−µzBz耩 耽 µz

∂Bz
∂z

耨耳耮耶耱耩

可以看到耬 磁矩在z方向的投影不同耬 受力就不同耮

• 按照经典图像耬 银原子从炉子里出来耬 自旋耨磁矩耩的方向是随机的耮 在z方向的大小可以表示成|µ| 聣聯聳 θ耮
因此我们预期在屏幕上看到如图耳耮耱所示的原子的连续分布耮

• 事实上我们看到两个斑耡 这表明原子的z方向磁矩只有两个值耬 对应Sz 耽 ±~/耲耮

• 如果我们把实验装置旋转耬 调整入射方向耬 可以发现Sx, Sy的测量值也是±~/耲耮

我们现在来根据量子力学原理进行分析耮 在此我们只考虑原子的自旋自由度，而不考虑其质心的空间运

动。设炉子中出来原子的自旋状态是|α〉耮
根据量子力学基本原理耬 测量值是力学量算符的本征值耬 对应的状态是本征态耮 实验实际上告诉我们，自

旋角动量的三个分量（可以看作三个力学量）的本征值和对应的本征态是：

聞Sz|Sz耻 耫〉 耽
~
耲
|Sz耻 耫〉, 聞Sz|Sz耻−〉 耽 −

~
耲
|Sz耻−〉.

聞Sx|Sx耻 耫〉 耽
~
耲
|Sx耻 耫〉, 聞Sx|Sx耻−〉 耽 −

~
耲
|Sx耻−〉.

聞Sy|Sy耻 耫〉 耽
~
耲
|Sy耻 耫〉, 聞Sy|Sy耻−〉 耽 −

~
耲
|Sy耻−〉.

耨耳耮耶耲耩



耳耮耴耮 自旋耱耯耲系统，聓联聅聒聎耭聇聅聒职聁聃聈实验 耴耹

聆聩聧聵聲聥 耳耮耲耺 级联聓聇实验耮

对应到左矢空间耬 考虑到力学量算符是厄密的耺

〈Sz耻 耫| 聞Sz 耽
~
耲
〈Sz耻 耫|, 〈Sz耻−| 聞Sz 耽 −

~
耲
〈Sz耻−|. 耨耳耮耶耳耩

取|耫耻 z〉, |−耻 z〉为基基基矢矢矢耨简写为|耫〉, |−〉耩耬 我们可以建立Sz表表表象象象耮

基矢满足正交归一性耺

〈±|±〉 耽 耱, 〈±|∓〉 耽 耰. 耨耳耮耶耴耩

和完备性耺

|耫〉〈耫|耫 |−〉〈−| 耽 耱. 耨耳耮耶耵耩

那么任意态（自旋状态）可以展开

|α〉 耽 c1|耫〉耫 c2|−〉. 耨耳耮耶耶耩

利用正交性关系耬 可以算出

c1 耽 〈耫|α〉耻 c2 耽 〈−|α〉. 耨耳耮耶耷耩

|c1|2和和和|c2|2就就就是是是分分分别别别是是是测测测量量量Sz得得得~/耲和和和−~/耲得得得几几几率率率！！！ 两束原子的自旋状态分别塌缩成|耫〉和|−〉耮
这可以从多个聓聇装置的实验结果看到耬 如图耳耮耲耮 最上面的结果感觉不奇怪耺 朝上的自旋被第一个装置选

出来了，通过第二个装置当然就没有朝下的一支了。

第二个实验稍有些奇怪耺 通过第二个装置，原子分成了朝聸正和聸负的两束！指向聺正方向的自旋矢量聠分

解耧成了指向聸正和聸负的矢量和？？不可能，也许是自旋没有严格指向聺正，一半有些偏聸耫耬 一半偏聸耭耿

第三个实验说明这种猜想是错误的。实际上

|Sz耻 耫〉 耽
耱√
耲
|Sx耻 耫〉耫

耱√
耲
|Sx耻−〉 耨耳耮耶耸耩

类似的

|Sx耻 耫〉 耽
耱√
耲
|Sz耻 耫〉耫

耱√
耲
|Sz耻−〉 耨耳耮耶耹耩

这是聠态矢量耧的叠加或分解，不是自旋矢量的叠加或分解耡 具体为什么上式成立，我们会在后面论证。
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3.4.1 矢矢矢量量量的的的矩矩矩阵阵阵形形形式式式

我们可以把|α〉 耽 c1|耫〉耫 c2|−〉记为列矢 (
c1

c2

)
. 耨耳耮耷耰耩

对应的左矢可以写成

〈α| 耽 c∗1〈耫|耫 c∗2〈−|. 耨耳耮耷耱耩

〈α|记为行矢耺 (
c∗1, c∗2

)
. 耨耳耮耷耲耩

我们可以要求态|α〉归一耺

〈α|α〉 耽 耱. 耨耳耮耷耳耩

插入完备性关系耺

〈α|耨|耫〉〈耫|耫 |−〉〈−|耩|α〉 耽 |c1|2 耫 |c2|2 耽 耱. 耨耳耮耷耴耩

可见c1, c2的模方是处于两个基矢的几率，并且看到内内内积积积是是是行行行矢矢矢与与与列列列矢矢矢的的的矩矩矩阵阵阵乘乘乘积积积耮

更一般地耬 任意两个矢量的内积都可以写成列矢表示与行矢表示的矩阵乘积耺

〈α|β〉 耽 〈α|耨|耫〉〈耫|耫 |−〉〈−|耩|β〉 耽 c∗1b1 耫 c∗2b2. 耨耳耮耷耵耩

可以写成

耨c∗1, c
∗
2耩

(
b1

b2

)
耨耳耮耷耶耩

其中b1, b2是|β〉的展开系数耮

回到最一般的聁表象耮 |ai〉, i 耽 耱, · · · , N 是力学量A的的本征矢，构成正交归一完备的一组基矢耮 任意矢

量

|α〉 耽
N∑
i

ai|ai〉 耨耳耮耷耷耩

可以表示成

|α〉 耽



a1

a2

·
·
·
aN


. 耨耳耮耷耸耩

考虑另一态矢|β〉 耽
∑N
i bi|ai〉与|α〉作内积

〈α|β〉 耽 〈α|耨
N∑
i

|ai〉〈ai|耩|β〉 耽
N∑
i

〈α|ai〉〈ai|β〉 耽 耨a∗1, a
∗
2, · · · , a∗N 耩



b1

b2

·
·
·
bN


. 耨耳耮耷耹耩
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3.4.2 算算算符符符的的的矩矩矩阵阵阵形形形式式式

算符原则上由其本征值和本征态确定。我们可以据此写出它的矩阵。

在欧几里德空间里耬 对矢量的旋转操作耨算符耩可以写成一个矩阵耮 比如将二维矢量 ~A旋转θ角得到矢量 ~B耺

聞R耨θ耩 ~A 耽 ~B. 耨耳耮耸耰耩

选定两个正交归一矢量~e1, ~e2后耨满足~ei · ~ej 耽 δij , i, j 耽 耱, 耲耩耬 ~A 耽 a1~e1 耫 a2~e2和 ~B 耽 b1~e1 耫 b2~e2可以写成列矢

形式

~A 耽

(
a1

a2

)
耻 ~B 耽

(
b1

b2

)
耨耳耮耸耱耩

计算~e1 · ~B和~e2 · ~B耬 聅聱耮耨耳耮耸耰耩可以写成矩阵关系耺(
b1

b2

)
耽

(
聣聯聳 θ − 聳聩聮 θ

聳聩聮 θ 聣聯聳 θ

)(
a1

a2

)
耨耳耮耸耲耩

其中 聞R耨θ耩矩阵的i行j列就由

~ei · 聞R~ej 耨耳耮耸耳耩

算出耮

与此类似耬 一个力学量算符在给定基矢的情况下亦可以写成矩阵耮 比如我们来写Sz表象下Sz的矩阵耮 考虑

聞Sz|α〉 耽 |β〉. 耨耳耮耸耴耩

将|α〉, |β〉展开成基矢的叠加
聞Sz耨a1|耫〉耫 a2|−〉耩 耽 b1|耫〉耫 b2|−〉. 耨耳耮耸耵耩

分别用〈耫|, 〈−|与之作内积耬 (
b1

b2

)
耽

(
〈耫| 聞Sz|耫〉, 〈耫| 聞Sz|−〉
〈−| 聞Sz|耫〉, 〈−| 聞Sz|−〉

)(
a1

a2

)
耨耳耮耸耶耩

即

聞Sz 耽

(
~/耲, 耰

耰, −~/耲

)
耨耳耮耸耷耩

容易发现耬 任意算符 聞Q都可以写成聁表象耨以聁的本征矢|ai〉为基耬 |ai〉简写为|i〉耩下的矩阵耮 其元素

Qi,j 耽 〈i| 聞Q|j〉. 耨耳耮耸耸耩

由于

Qi,j 耽 〈i| 聞Q|j〉 耽 耨耨 聞Q|j〉耩†|i〉耩∗ 耽 耨〈j| 聞Q†|i〉耩∗ 耽 耨Q†j,i耩
∗, 耨耳耮耸耹耩

即 聞Q和 聞Q†的矩阵互为转置共轭耮

而力学量算符是厄密的耨Q 耽 Q†耩耬 所以其矩阵是厄密矩阵耺

Qi,j 耽 耨Qj,i耩
∗. 耨耳耮耹耰耩

现在来计算Sx的矩阵耺

聞Sx 耽

(
〈耫| 聞Sx|耫〉, 〈耫| 聞Sx|−〉
〈−| 聞Sx|耫〉, 〈−| 聞Sx|−〉

)
. 耨耳耮耹耱耩

对于轨道角动量L 耽 r× p耬 容易算出聛Lx, Ly聝 耽 i~Lz耮 耨利用动量的求导特性耩耮
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与与与轨轨轨道道道角角角动动动量量量不不不同同同, 这这这里里里我我我们们们不不不知知知道道道自自自旋旋旋角角角动动动量量量Sx算算算符符符与与与位位位置置置和和和动动动量量量的的的关关关系系系, 但但但是是是我我我们们们有有有一一一条条条基基基本本本假假假

设设设: 自自自旋旋旋角角角动动动量量量的的的分分分量量量满满满足足足角角角动动动量量量对对对易易易关关关系系系:

聛 聞Sx, 聞Sy聝 耽 i~ 聞Sz. 耨耳耮耹耲耩

及其轮转关系耮

容易证明

i~〈耫| 聞Sx|耫〉 耽 〈耫| 聞Sy 聞Sz|耫〉 − 〈耫| 聞Sz 聞Sy|耫〉 耽 耰 耨耳耮耹耳耩

类似地

〈−| 聞Sx|−〉 耽 耰. 耨耳耮耹耴耩

再看到测每个分量平方都是S2
x 耽 S2

y 耽 S2
z 耽 ~2/耴耬 即S2

i , i 耽 x, y, z是常数算符~2/耴耮 耨所以S2 耽

S2
x 耫 S2

y 耫 S2
z的测量值永远为耳~2/耴耮耩

证明耺 对任意态矢|α〉耬 将其展开成Sx的本征态的叠加

|α〉 耽 c1|Sx,耫〉耫 c2|Sx,−〉 耨耳耮耹耵耩

那么

S2
x|α〉 耽 c1S

2
x|Sx,耫〉耫 c2S

2
x|Sx,−〉 耽 c1Sx耨~/耲耩|Sx,耫〉耫 c2Sx耨−~/耲耩|Sx,−〉 耽

~2

耴
|α〉 耨耳耮耹耶耩

利用这一结果，通过计算〈耫|S2
x|耫〉耬 容易证明

|〈耫|Sx|−〉|2 耽 ~2/耴 耽 |〈耫|Sy|−〉|2. 耨耳耮耹耷耩

通常我们取〈耫|Sx|−〉 耽 ~/耲耬 那么利用对易关系，自然〈耫|Sy|−〉 耽 −i~/耲耮
最终Sx的矩阵耨耳耮耹耱耩就是

聞Sx 耽

(
耰, ~/耲

~/耲, 耰

)
耽

~
耲

(
耰, 耱

耱, 耰

)
耨耳耮耹耸耩

类似地，Sy的矩阵就是

聞Sy 耽

(
耰, −i~/耲

i~/耲, 耰

)
耽

~
耲

(
耰, −i
i, 耰

)
耨耳耮耹耹耩
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3.4.3 泡泡泡利利利算算算符符符和和和泡泡泡利利利矩矩矩阵阵阵

定义泡利算符为

σ ≡ S/耨
~
耲
耩. 耨耳耮耱耰耰耩

是方便的耮 我们有

σ2
x 耽 σ2

y 耽 σ2
z 耽 耱耻 耨耳耮耱耰耱耩

对易关系耨耳耮耹耲耩改写为

聛σx, σy聝 耽 耲iσz 耨耳耮耱耰耲耩

根据

σx耨σxσy − σyσx耩 耽 耲iσxσz, 耨耳耮耱耰耳耩

σy − σxσyσx 耽 耲iσxσz 耨耳耮耱耰耴耩

类似地

耨σxσy − σyσx耩σx 耽 耲iσzσx, 耨耳耮耱耰耵耩

σxσyσx − σy 耽 耲iσzσx 耨耳耮耱耰耶耩

所以

σxσz 耫 σzσx 耽 耰 耨耳耮耱耰耷耩

这称为正对易{σx, σz} 耽 耰耮 同理{σx, σy} 耽 {σy, σz} 耽 耰耮

再考虑聛σz, σx聝 耽 耲iσy耬 有

σzσx 耽 iσy 耨耳耮耱耰耸耩

及其轮转关系耮 Eq.(3.101)和和和(3.108)是是是描描描述述述自自自旋旋旋算算算符符符性性性质质质的的的最最最重重重要要要的的的两两两个个个公公公式式式.

自然耬 σz的矩阵形式为

σz 耽

(
耱, 耰

耰, −耱

)
. 耨耳耮耱耰耹耩

可以假设

σx 耽

(
a, x

x∗, b

)
. 耨耳耮耱耱耰耩

其中考虑了厄密性，a, b是实数耮 利用聅聱耮耨耳耮耱耰耷耩耬 容易证明a 耽 b 耽 耰耮

根据σ2
x 耽 耱耬 (

|x|2, 耰

耰, |x|2

)
耽 耱, 耨耳耮耱耱耱耩

耱表示单位矩阵耮 x可以是任意模为耱的复数耬 按泡利的方案耬 取x 耽 耱耮 于是

σx 耽

(
耰, 耱

耱, 耰

)
. 耨耳耮耱耱耲耩

再来求Sy 耽 ~
2σy的矩阵耺

σy 耽 iσxσz 耽

(
耰, −i
i, 耰

)
. 耨耳耮耱耱耳耩

这样定出的σx, σy, σz矩阵就是著名的泡泡泡利利利矩矩矩阵阵阵耮
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3.5 期期期望望望值值值和和和本本本征征征方方方程程程的的的矩矩矩阵阵阵形形形式式式

我们已经知道任意算符 聞Q都可以写成某表象耨以某力学量A的本征矢{|i〉}为基耬 称A表象耩下的矩阵耮 其元

素Qi,j 耽 〈i| 聞Q|j〉耮 力学量算符耨厄密的耩的矩阵是厄密矩阵Qi,j 耽 耨Qj,i耩
∗耮

3.5.1 期期期望望望值值值

考虑力学量Q在状态|α〉的期望值耮 按量子力学测量原理，我们发现期望值为内积：

〈Q〉 耽 〈α|Q|α〉, 耨耳耮耱耱耴耩

这是因为

〈α|Q|α〉 耽
∑
i,j

〈α|qi〉〈qi|Q|qj〉〈qj |α〉 耽
∑
i

qi|ci|2. 耨耳耮耱耱耵耩

这里|qi〉 是Q的本征态，本征值为qi耮

Q|qi〉 耽 qi|qi〉耻 i 耽 耱, · · · , N. 耨耳耮耱耱耶耩

〈qi|α〉 耽 ci是测量值为qi的几率幅耮 上式利用了Q本征矢的完备性以及正交归一性〈qi|qj〉 耽 δij 耮

在一个确定表象下，比如这里的聁表象下，这个期望值可以这样算出：

〈α|Q|α〉 耽
∑
i,j

〈α|i〉〈i|Q|j〉〈j|α〉 耽
∑
i,j

c∗iQi,jcj . 耨耳耮耱耱耷耩

其中|i〉, |j〉是聁的本征矢耬 也就是基矢耮 上式正是〈α|对应的行矢与聑的矩阵耬 |α〉的列矢的矩阵乘耮

3.5.2 矩矩矩阵阵阵表表表示示示下下下的的的本本本征征征方方方程程程

按聄聩聲聡聣记号耬 算符聑的本征方程表示为

Q|q〉 耽 q|q〉. 耨耳耮耱耱耸耩

在聁表象下耬 ∑
i,j

|i〉〈i|Q|j〉〈j|q〉 耽
∑
i

q|i〉〈i|q〉. 耨耳耮耱耱耹耩

比较两边同一个基矢|i〉的系数 ∑
j

Qi,jcj 耽 qci. 耨耳耮耱耲耰耩

其中cj 耽 〈j|q〉耬 是|q〉的表示耮 这正是矩阵的本征方程耮

下面以自旋问题为例来说明。

选Sz表象，基矢为|耫〉, |−〉耮 Sx的本征方程为

Sx|a〉 耽 a|a〉. 耨耳耮耱耲耱耩

利用Sx的矩阵表达式（耳耮耹耸耩耨或泡利矩阵（耳耮耱耱耲耩耬 化为矩阵方程耮

~
耲

(
耰, 耱

耱, 耰

)(
c1

c2

)
耽 a

(
c1

c2

)
耨耳耮耱耲耲耩

可以化为齐次方程 (
−λ, 耱

耱, −λ

)(
c1

c2

)
耽 耰 耨耳耮耱耲耳耩

其中λ 耽 a/耨~/耲耩耮
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方程有非平庸解的条件为系数行列式等于零耬 即久期方程耮 解为λ 耽 ±耱耬对应本征值a有两个：~/耲,−~/耲耻
将λ带回方程，并考虑到归一化要求|c1|2 耫 |c2|2 耽 耱耬 我们发现对应本征态分别为

耱√
耲

(
耱

耱

)
,

耱√
耲

(
耱

−耱

)
. 耨耳耮耱耲耴耩

（这里其实也采取了一个聠规范耧：c1, c2取了实数解耩耮 可以记作

|Sx,耫〉 耽
耱√
耲
耨|耫〉耫 |−〉耩 耨耳耮耱耲耵耩

和

|Sx,−〉 耽
耱√
耲
耨|耫〉 − |−〉耩. 耨耳耮耱耲耶耩

前者就是耳耮耶耹耮

前面提到的假想实验耺 一个自旋朝上耨z方向耩的粒子通过沿x方向设置的聓聴聥聲聮耭聇聡聬聡聣聨装置耮 我们会发现有

一半机会测得~/耲耬 一半机会−~/耲耬 就是因为

|耫〉 耽 耱√
耲
耨|Sx,耫〉耫 |Sx,−〉耩 耨耳耮耱耲耷耩

这说明耺 不能把聈聩聬聢聥聲聴空间里矢量等同于现实空间里的矢量耮

对于处于|耫〉态的自旋，测量Sx的期望值为~
2

1
2 耫 −~2

1
2 耽 耰耮 也可以直接利用矩阵计算

〈Sx〉 耽 〈耫|Sx|耫〉 耽 耨耱, 耰耩
~
耲

(
耰 耱

耱 耰

)(
耱

耰

)
耽 耰. 耨耳耮耱耲耸耩

作为练习，可以试求Sy的本征矢与本征值耮
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3.6 Schrödinger方方方程程程及及及其其其矩矩矩阵阵阵形形形式式式

量子力学认为，系统的状态的时间演化满足聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 方程耬 其最一般的形式如下：

i~
∂

∂t
|α〉 耽 聞H|α〉. 耨耳耮耱耲耹耩

聞H是哈密顿量算符。大家可以对比第一章学习过的薛定谔方程耬 可以看到这相当于把波函数整体当作一个态

矢量耮 对波函数的操作换成了对态矢量的操作耮

方程的左边可以看成是耨|α耨t耫老t耩〉 − |α耨t耩〉耩/老t乘以i~耮 所以反映的是态矢量会怎样旋转耮 或者说其聠旋转

速度耧由H对当时的状态的耧操作耧决定。

在聁表象下它可以写成矩阵形式耬

i~
∂

∂t
〈i|α〉 耽 〈i| 聞H|α〉 耽

∑
j

〈i| 聞H|j〉〈j|α〉. 耨耳耮耱耳耰耩

即

i~ 聟ci 耽
∑
j

Hijcj . 耨耳耮耱耳耱耩
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x
y

z
S

µ

Μ

φ

聆聩聧聵聲聥 耳耮耳耺 带自旋中性粒子在磁场中的自旋进动耮

我们来研究一个带自旋的中性粒子耨比如银原子耩 在均匀磁场中的运动耮

该原子的磁矩为~µ 耽 −e
mec

S耮 假设磁场方向为x方向耮 哈密顿量可以写成

H 耽 −~µ ·B 耽
e

mec
S ·B 耽

~eB
耲mec

σx 耽
~ωL
耲
σx. 耨耳耮耱耳耲耩

其中定义了 eB
mec

耽 ωL耮 由于粒子没有空间运动，所以略去了动能p
2/耲m耮 又由于角动量的动能S2/耲I是常

数耨S2 耽 耳~2/耴耩耬 所以有略去了角动能耮

从经典力学角度看耬 由于磁场均匀耬 粒子受力

~F 耽 −∇V 耽 ∇耨~µ ·B耩 耽 耰. 耨耳耮耱耳耳耩

即均匀磁场下耬 中性粒子不受力耬 保持静止或匀速运动耮 但是它会受力矩M 耽 ~µ×B作用耬 导致角动量变化

dS

dt
耽 ~µ×B. 耨耳耮耱耳耴耩

由于力矩方向始终垂直于自旋角动量的方向耬 所以角动量大小不变耬 只改变方向耮

如果自旋方向在耰时刻指向z方向耬 即S 耽 耨耰, 耰, ~/耲耩耮 在y − z平面内耬 角动量矢量会受逆时针力矩而转动耬

角速度为ωL耺

|S|dφ
dt

耽 |S|ωL 耨耳耮耱耳耵耩

其中ωL是磁场强度B的函数耮 方程的解为

φ耨t耩 耽 ωLt耫 φ耨耰耩 耨耳耮耱耳耶耩

我们选定z方向为φ 耽 耰的方向，则φ耨耰耩 耽 耰耮 于是

Sz耨t耩 耽
~
耲
聣聯聳耨ωLt耩, Sy耨t耩 耽 −

~
耲
聳聩聮耨ωLt耩, Sx耨t耩 耽 耰. 耨耳耮耱耳耷耩

下面我们运用量子力学来研究这个问题耮

初始条件为耺 |α耨耰耩〉 耽 |Sz,耫〉耮 这表示Sz 耽 ~/耲耮 耨但Sx, Sy并不确定耮 因为不是Sx, Sy的本征态耮 量子力学

也不允许它们同时确定耩耮

设t时刻态演化成|α耨t耩〉 耽 c1耨t耩|耫〉耫 c2耨t耩|−〉耬 满足S − eq耬 在Sz表象下写为以下矩阵方程

i~

(
聟c1

聟c2

)
耽

~ωL
耲

(
耰, 耱

耱, 耰

)(
c1

c2

)
. 耨耳耮耱耳耸耩
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容易解出

c1 耽 ae
iωLt

2 耫 be
−iωLt

2 耨耳耮耱耳耹耩

c2 耽 −ae
iωLt

2 耫 be
−iωLt

2 耨耳耮耱耴耰耩

其中a, b是待定系数，需要根据初始条件确定耺

a耫 b 耽 耱, b− a 耽 耰. 耨耳耮耱耴耱耩

因此

|α耨t耩〉 耽 聣聯聳耨ωLt/耲耩|耫〉 − i 聳聩聮耨ωLt/耲耩|−〉. 耨耳耮耱耴耲耩

写成Sz表象下列矢量 (
聣聯聳耨ωLt/耲耩

−i 聳聩聮耨ωLt/耲耩

)
. 耨耳耮耱耴耳耩

我们还可以有第第第二二二种种种解解解法法法耮

先求解H的本征方程耬

H|E〉 耽 E|E〉. 耨耳耮耱耴耴耩

容易知道耬 E1,2 耽 ±~ωL
2 耬 |E1〉和|E2〉 分别对应Sx两个本征态|Sx,耫〉, |Sx,−〉耮 （也可以写成|耫, x〉, |−, x〉耩耮

将初始状态展开成H本征态的叠加耬

|耫〉 耽 c1|耫, x〉耫 c2|−, x〉. 耨耳耮耱耴耵耩

求出

c1 耽 〈耫, x|耫〉 耽 耱√
耲
, c2 耽 〈−, x|耫〉 耽 耱√

耲
. 耨耳耮耱耴耶耩

于是耬下面的矢量必然满足薛定谔方程耺

|α耨t耩〉 耽 耱√
耲
e−iE1t/~|耫, x〉耫 耱√

耲
e−iE2t/~|−, x〉 耨耳耮耱耴耷耩

在Sz表象下耬 就是耨耳耮耱耴耳耩耮

利用求出的态矢我们可以计算力学量平均值：

〈Sx〉 耽 〈α耨t耩|Sx|α耨t耩〉 耽
~
耲

耱

耲
− ~

耲

耱

耲
耽 耰 耨耳耮耱耴耸耩

这个计算也可以利用矩阵在Sz表象里进行

〈Sx〉 耽 耨聣聯聳耨ωLt/耲耩, i 聳聩聮耨ωLt/耲耩耩

(
耰, ~/耲

~/耲, 耰

)(
聣聯聳耨ωLt/耲耩

−i 聳聩聮耨ωLt/耲耩

)
耽 耰. 耨耳耮耱耴耹耩

同样耬 利用耨耳耮耱耴耲耩和测量原理

〈Sz〉 耽
~
耲
聣聯聳耨ωL/耲耩

2 − ~
耲
聳聩聮耨ωL/耲耩

2 耽
~
耲
聣聯聳耨ωLt耩 耨耳耮耱耵耰耩

或者直接利用期望值公式

〈Sz〉 耽 〈α耨t耩|Sz|α耨t耩〉

耽 〈α耨t耩|耨~
耲
聣聯聳耨ωLt/耲耩|耫〉 −

~
耲
耨−i 聳聩聮耨ωLt/耲耩耩|−〉耩

耽
~
耲
聣聯聳耨ωLt耩

耨耳耮耱耵耱耩
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类似地我们容易算出

〈Sy〉 耽 −
~
耲
聳聩聮耨ωLt耩 耨耳耮耱耵耲耩

我们看到期望值与经典力学的结果是一致的耡

那么我们能得到什么超出经典力学预期的结论呢耿

量子力学的测量原理告诉我们耬 测量Sz耬 我们不会得到
~
2 聣聯聳耨ωLt耩耮 我们只能以几率聣聯聳2耨ωLt/耲耩得到~/耲耬

以几率聳聩聮2耨ωLt/耲耩得到−~/耲耮
如果测量Sx耬 测值是~/耲,−~/耲耬 相应几率都是耱/耲耮

如果测量Sy，同样测值是±~/耲耬 几率是多大？
此外我们还有一个发现耺

〈S〉 耽 耨〈Sx〉, 〈Sy〉, 〈Sz〉耩的周期是 2π
ωL

耮 但是态矢量|α耨t耩〉的周期是 4π
ωL

耡 即角动量期望值旋转一圈，态矢并没

有回到初态。两圈之后，态矢才回到初态！这是另一个可以通过实验观测到的量子力学效应。
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3.7 表表表象象象变变变换换换

我们以自旋为例说明表象变换。

考虑任意一个自旋状态|α〉耬 可以展开成Sz的本征矢的叠加，也可以展开成Sx的本征矢的叠加。

|α〉 耽 c1|耫〉耫 c2|−〉 耽 c′1|耫, x〉耫 c′2|−, x〉 耨耳耮耱耵耳耩

可借助图耳耮耴理解这个展开。

聆聩聧聵聲聥 耳耮耴耺 自旋状态的展开

其中

c′1 耽 〈耫, x|α〉 耽 〈耫, x|c1|耫〉耫 〈耫, x|c2|−〉

c′2 耽 〈−, x|α〉 耽 〈−, x|c1|耫〉耫 〈−, x|c2|−〉 耨耳耮耱耵耴耩

改写为 (
c′1

c′2

)
耽

(
〈耫, x|耫〉 〈耫, x|−〉
〈−, x|耫〉 〈−, x|−〉

)(
c1

c2

)
耽

(
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)(
c1

c2

)
耨耳耮耱耵耵耩

这就给出了从Sz表表表象象象到到到Sx表表表象象象的的的变变变换换换矩矩矩阵阵阵。

利用变换矩阵可以方便地计算。比如一个态矢在Sz表象下的列矢表示为
1√
2

(
耱

耱

)
耬 它在Sx表象下的表示

是什么？ (
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)(
1√
2

1√
2

)
耽

(
耱

耰

)
耨耳耮耱耵耶耩

一般情况：设|ai〉, i 耽 耱, 耲, · · · 是力学量A的本征矢耬 作为基矢，即聁表象。设|bi〉, i 耽 耱, 耲, · · · 是力学
量B的本征矢耬 作为基矢，即聂表象。

任意一个状态|α〉
|α〉 耽

∑
i

c
(A)
i |ai〉 耽

∑
j

c
(B)
j |bj〉 耨耳耮耱耵耷耩

插入完备性关系

|α〉 耽
∑
i

c
(A)
i 耨

∑
j

|bj〉〈bj |耩|ai〉 耽
∑
j

耨
∑
i

〈bj |ai〉c(A)
i 耩|bj〉 耨耳耮耱耵耸耩

因此

c
(B)
j 耽

∑
i

〈bj |ai〉c(A)
i 耨耳耮耱耵耹耩
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或者

c
(B)
i 耽

∑
j

〈bi|aj〉c(A)
j 耨耳耮耱耶耰耩

定义矩阵Sij 耽 〈bi|aj〉为从从从表表表象象象A到到到表表表象象象B的的的变变变换换换矩矩矩阵阵阵耮 它的厄厄厄密密密共共共轭轭轭矩矩矩阵阵阵记为S†耮 自然满足

耨S†耩ij 耽 耨Sji耩
∗ 耽 〈bj |ai〉∗ 耽 〈ai|bj〉 耨耳耮耱耶耱耩

正是从聂表象到聁表象的变换矩阵。更严格地

S
(A→B)
ij 耽 〈bi|aj〉 耨耳耮耱耶耲耩

而

S
(B→A)
ij 耽 〈ai|bj〉 耽 耨S(A→B)耩†ij 耨耳耮耱耶耳耩

关键在于矩阵元的计算中，聠新的基矢耧取为左矢，聠旧耧的基矢作为右矢。

特别是，我们注意到耨S†耩ij 耽 〈ai|bj〉是聂表象的基矢|bj〉在聁表象下列矢的第聩个元素耮 设

|bj〉 耽



c1耨j耩

c2耨j耩

.

.

.

cN 耨j耩


耨耳耮耱耶耴耩

所以

S† 耽



c1耨耱耩 c1耨耲耩 · · · c1耨N耩

c2耨耱耩 c2耨耲耩 · · · c2耨N耩

. · · · ·

. · · · ·

. · · · ·
cN 耨耱耩 cN 耨耲耩 · · · cN 耨N耩


, S 耽



c∗1耨耱耩 c∗2耨耱耩 · · · c∗N 耨耱耩

c∗1耨耲耩 c∗2耨耲耩 · · · c∗N 耨耲耩

. · · · ·

. · · · ·

. · · · ·
c∗1耨N耩 c∗2耨N耩 · · · c∗N 耨N耩


耨耳耮耱耶耵耩

容易证明S†S 耽 SS† 耽 耱耺

耨S†S耩ik 耽
∑
j

S†ijSjk 耽
∑
j

〈ai|bj〉〈bj |ak〉 耽 〈ai|ak〉 耽 δik 耨耳耮耱耶耶耩

这个性质称为S是幺幺幺正正正变变变换换换耨聕聮聩聴聡聲聹耩。

一个算符的矩阵也是依赖于表象的。它在两个表象间怎么变换（从聁到聂）？

聑在聂表象的矩阵元Q
(B)
i,j 耽 〈bi|Q|bj〉可以写为

Q
(B)
i,j 耽 〈bi|Q|bj〉 耽

∑
k,l

〈bi|ak〉〈ak|Q|al〉〈al|bj〉 耽
∑
k,l

SikQ
(A)
kl S

†
lj 耨耳耮耱耶耷耩

简写为矩阵形式

Q(B) 耽 SQ(A)S† 耨耳耮耱耶耸耩

例如：σy在Sz表象下的矩阵

(
耰 −i
i 耰

)
耮

在Sx 表象下耺

σy 耽

(
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)(
耰 −i
i 耰

)(
1√
2

1√
2

1√
2
− 1√

2

)
耽

(
耰 i

−i 耰

)
耨耳耮耱耶耹耩

注意在这个变换中，S 耽 S†耮
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3.8 连连连续续续谱谱谱，，，坐坐坐标标标与与与动动动量量量表表表象象象

前面的量子力学形式理论以离散谱形式给出耬 即假设本征值是离散的。实际上力学量的本征值也可以是连续

的实数，称为连连连续续续谱谱谱。这里我们结合坐标表象和动量表象给出连续谱下的量子力学形式。

考虑位置算符聞x耮 其本征方程为

聞x|x′〉 耽 x′|x′〉 耨耳耮耱耷耰耩

x′是本征值，为连续实数。|x′〉是属于这个本征值的本征矢。
连续谱本征矢满足的正交归一性为

〈x′|x′′〉 耽 δ耨x′ − x′′耩 耨耳耮耱耷耱耩

这里聤聩聲聡聣函数取代了聤聥聬聴聡 函数。

自然，以|x′〉为基矢的表象是坐标（或位置）表象。并且，因为x′的取值从负无穷到正无穷连续变
换，聈聩聬聢聥聲聴空间是无穷维的！

这组基矢满足完备性关系 ∫ ∞
−∞
|x′〉〈x′|聤x′ 耽 耱 耨耳耮耱耷耲耩

有了完备性关系耬 任意态矢|α〉都可以展开成基矢的叠加耨当然，在我们关心粒子的空间运动的时候）

|α〉 耽
∫

聤x′|x′〉〈x′|α〉 耽
∫

聤x′ψα耨x
′耩|x′〉 耨耳耮耱耷耳耩

这里我们定义了

ψα耨x
′耩 ≡ 〈x′|α〉 耨耳耮耱耷耴耩

就是我们熟悉的波波波函函函数数数。本质上，它是列矢的元素，但由于x′连续，我们并不这么写。

根据测量原理，测量位置应该得到x的本征值x′耮 假设我们设置一个探测口径无穷小的探测器：粒子

来到位置x′时，它会发出聠滴答耧声耮 之后粒子的态变成耧|x′〉耧耮 这类似于自旋状态在粒子通过聓聇装置后变

成|Sz,耫〉或者|Sz,−〉耮
但是现实中，最好的探测器也有个口径耨或者分辨率耩老耬 会在粒子落入一定范围耨x′ −老/耲, x′ 耫老/耲耩时，

发出耧滴答聠声耮 那么测量之后的状态是怎样的呢？它耧塌缩聠为

|α〉 measurement−→
∫ x′+∆/2

x′−∆/2

聤x′′|x′′〉ψα耨x′′耩 耨耳耮耱耷耵耩

假设在老这个尺寸下ψα耨x耩基本不变，那么听见滴答声的几率就是|ψα耨x′耩|2老耬 通常写为|ψα耨x′耩|2dx′耮 这正是
我们最早给出的波函数的几率解释耬 |ψα耨x′耩|2是对应的几率密度耮

我们要求|α〉归一，即〈α|α〉 耽 耱耬 则∫
聤x′〈α|x′〉〈x′|α〉 耽

∫
聤x′ψ∗α耨x

′耩ψα耨x
′耩 耽 耱 耨耳耮耱耷耶耩

就是我们熟悉的波函数的归一化。

我们可以把以上讨论推广到三维空间耮 基矢为|x′〉耬 是完备的。

|α〉 耽
∫
d3x′|x′〉〈x′|α〉 耨耳耮耱耷耷耩

其中

|x′〉 ≡ |x′, y′, z′〉 耨耳耮耱耷耸耩

是力学量x, y, z的共同本征态（共同本征态这个概念我们以后会详细讨论耩耬 满足

x|x′〉 耽 x′|x′〉, y|y′〉 耽 y′|y′〉, z|z′〉 耽 z′|z′〉 耨耳耮耱耷耹耩
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动量的情况类似。记其算符为聞p耮 其本征方程为

聞p|p′〉 耽 p′|p′〉 耨耳耮耱耸耰耩

p′是本征值，为连续实数。|p′〉是属于这个本征值的本征矢。正交归一性

〈p′|p′′〉 耽 δ耨p′ − p′′耩 耨耳耮耱耸耱耩

同样满足完备性关系 ∫
|p′〉〈p′|聤p′ 耽 耱 耨耳耮耱耸耲耩

以|p′〉为基矢的表象就是动量表象。
因此任意态矢|α〉都可以展开

|α〉 耽
∫

聤p′|p′〉〈p′|α〉 耽
∫

聤p′ϕα耨p
′耩|p′〉 耨耳耮耱耸耳耩

ϕα耨p
′耩 ≡ 〈p′|α〉就是我们熟悉的动量表象波函数。
根据测量原理，测量位置得到p′ ∈ 耨p′ − 聤p′/耲, p′ 耫 聤p′/耲耩的几率是|ϕα耨p′耩|2聤p′耮
对一个归一化态矢量〈α|α〉 耽 耱耬 则∫

聤p′〈α|p′〉〈p′|α〉 耽
∫

聤p′ϕ∗α耨p
′耩ϕα耨p

′耩 耽 耱 耨耳耮耱耸耴耩

就是动量波函数的归一化。
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3.8.1 坐坐坐标标标表表表象象象下下下算算算符符符的的的表表表示示示

现在的问题是聞x, 聞p的聠矩阵耧怎么写？

按前面的定义，我们似乎应该写出矩阵元

〈x1|聞x|x2〉 耽 〈x1|x2|x2〉 耽 x2δ耨x1 − x2耩 耨耳耮耱耸耵耩

但实际上这不方便，很笨拙。

我们考虑聞x作用到任意态矢|α〉得到另一个态矢|β〉耺

聞x|α〉 耽 |β〉 耨耳耮耱耸耶耩

看波函数：

〈x|聞x|α〉 耽 〈x|β〉 耽 ψβ耨x耩 耨耳耮耱耸耷耩

由于

〈x|聞x|α〉 耽
∫

聤x′〈x|聞x|x′〉〈x′|α〉 耽
∫

聤x′x′ψα耨x
′耩〈x|x′〉 耽 xψα耨x耩 耨耳耮耱耸耸耩

效果就是

xψα耨x耩 耽 ψβ耨x耩 耨耳耮耱耸耹耩

聞x把|α〉转动为|β〉耬 对应于x把波函数ψα耨x耩变成了ψβ耨x耩耮 可以看到x是聞x的耧有效聠算符，也就是通常意义上的坐

标算符。

那么动量算符聞p的表达式耬 或者说它的耢有效耢算符是什么呢？

我们可以承认对易关系聛聞x, 聞p聝 耽 i~ 耨作为公理耩耬 利用耨耳耮耱耸耹耩直接算出

聞pψ耨x耩 耽 −聩~ ∂

∂x
ψ耨x耩 耨耳耮耱耹耰耩

得到通常意义上的动量算符聞p 耽 −聩~ ∂
∂x 耮

过程：考虑任意状态|α〉
聛聞x, 聞p聝|α〉 耽 i~|α〉 耨耳耮耱耹耱耩

〈x|耨聞x聞p− 聞p聞x耩|α〉 耽 i~〈x|α〉 耽 i~ψα耨x耩

x〈x|聞p|α〉 − 〈x|聞p聞x|α〉 耽 i~ψα耨x耩 耨耳耮耱耹耲耩

假设聞p|α〉 耽 |β〉耮 我们寻找一个耢有效聜算符聞聞p耬 满足〈x|聞p|α〉 耽 聞聞p〈x|α〉 耽 聞聞pψα耨x耩 耽 ψβ耨x耩耮 那么

〈x|聞p聞x|α〉 耽 聞聞p〈x|聞x|α〉 耽 聞聞p耨xψα耨x耩耩 耽 耨聞聞px耩ψα耨x耩 耫 x聞聞pψα耨x耩

代入（耳耮耱耹耲）耬 有

x聞聞pψα耨x耩− 耨聞聞px耩ψα耨x耩− x聞聞pψα耨x耩 耽 i~ψα耨x耩 耨耳耮耱耹耳耩

这要求
聞聞px 耽 i~ 耨耳耮耱耹耴耩

满足这一关系的微分算符就是聞聞p 耽 −i~ ∂
∂x 耮

聞聞p通常也写作聞p耬 但是注意它是作用在态矢量对应的波函数上的耮

另外一个导出动量算符表达式的方式是利用

〈x|p′〉 耽 耱√
耲π~

聥ip′x/~ 耨耳耮耱耹耵耩

即动量本征态的波函数是平面波形式耬 也就是德布罗意关系耮
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这个函数可以保证动量基矢的连续谱归一化

〈p|p′〉 耽
∫

聤x〈p|x〉〈x|p′〉 耽
∫

聤x
耱

耲π~
聥i(p′−p)x/~ 耽 δ耨p− p′耩 耨耳耮耱耹耶耩

这也是为什么对不可归一化的平面波要选取这样的系数的原因。

再假设动量算符聞p作用到|α〉得到|β〉，即

聞p|α〉 耽 |β〉 耨耳耮耱耹耷耩

聞p|α〉 耽
∫

聞p|x′〉〈x′|α〉聤x′ 耽
∫

聤x′|x′〉〈x′|β〉 耨耳耮耱耹耸耩

以〈x|跟上式作内积

〈x|聞p|α〉 耽
∫
〈x|聞p|x′〉〈x′|α〉聤x′ 耽 ψβ耨x耩 耨耳耮耱耹耹耩

现在的关键是聠矩阵元耧 〈x|聞p|x′〉 耽耿

〈x|聞p|x′〉 耽
∫

聤p1聤p2〈x|p1〉〈p1|聞p|p2〉〈p2|x′〉 耽
∫
〈x|p1〉〈p1|x′〉p1聤p1 耨耳耮耲耰耰耩

利用耨耳耮耱耹耵耩耬 导出

〈x|聞p|x′〉 耽 −聩~ ∂

∂x

∫
聤p1〈x|p1〉〈p1|x′〉 耽 −聩~

∂

∂x
δ耨x− x′耩 耨耳耮耲耰耱耩

带回耨耳耮耱耹耹耩耬

〈x|聞p|α〉 耽 −聩~ ∂

∂x

∫
δ耨x− x′耩ψα耨x′耩聤x′ 耽 −聩~

∂

∂x
ψα耨x耩 耽 ψβ耨x耩 耨耳耮耲耰耲耩

根据聞p的效果：把ψα耨x耩变成ψβ耨x耩耬 我们知道聞p的表示就是−聩~ ∂
∂x 耮

任意一个算符F 耨x, p耩耬 如果F |α〉 耽 |β〉耬 即

〈x|F |α〉 耽 〈x|β〉 耽 ψβ耨x耩, 耨耳耮耲耰耳耩

都可以找到ψα耨x耩和ψβ耨x耩的如下关系

聞Fψα耨x耩 耽 F 耨x,−聩~ ∂

∂x
耩ψα耨x耩 耽 ψβ耨x耩 耨耳耮耲耰耴耩

即其算符在坐标表象下的聠有效算符耧为 聞F 耽 F 耨x,−聩~ ∂
∂x 耩耮

3.8.2 坐坐坐标标标表表表象象象下下下的的的Schrödinger 方方方程程程

下面我们根据一般的聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 方程

聩~
∂

∂t
|α〉 耽 H|α〉 耨耳耮耲耰耵耩

推导出坐标表象下的波函数的薛定鄂方程耮

作内积

聩~
∂

∂t
〈x|α〉 耽 〈x|H|α〉 耨耳耮耲耰耶耩

引入耢有效耢算符 聞H耬 满足〈x|H|α〉 耽 聞Hψα耨x, t耩耬 其中 聞H 耽 H耨x,−i~ ∂
∂x 耩耮

因此

聩~
∂

∂t
ψα耨x, t耩 耽 H耨x,−聩~ ∂

∂x
耩ψα耨x, t耩 耽 耨

−~2∂2

耲m∂x2
耫 V 耨x耩耩ψα耨x, t耩 耨耳耮耲耰耷耩
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3.8.3 动动动量量量表表表象象象

自然，在动量表象下假设

聞p|α〉 耽 |β〉 耨耳耮耲耰耸耩

可以得到

〈p|聞p|α〉 耽 pϕα耨p耩 耽 ϕβ耨p耩 耨耳耮耲耰耹耩

即有效算符聞p 耽 p耮 由

〈p|聞x|α〉 耽 〈p|β〉 耨耳耮耲耱耰耩

根据〈p|的平面波形式，容易发现

〈p|聞x|α〉 耽 聩~
∂

∂p
ϕα耨p耩 耽 ϕβ耨p耩 耨耳耮耲耱耱耩

即有效算符聞x 耽 聩~ ∂
∂p 耮

3.8.4 坐坐坐标标标表表表象象象和和和动动动量量量表表表象象象的的的变变变换换换

从动量波函数计算坐标波函数：

ψα耨x耩 耽 〈x|α〉 耽
∫

聤p〈x|p〉〈p|α〉 耽
∫
ϕα耨p耩

聥ipx/~
√
耲π~

聤p 耨耳耮耲耱耲耩

〈x|p〉起到从动量到坐标表象的变换矩阵Sxp的作用耮 这就是我们熟悉的付立叶变换耮

从坐标波函数计算动量波函数：

ϕα耨p耩 耽 〈p|α〉 耽
∫

聤x〈p|x〉〈x|α〉 耽
∫
ψα耨x耩

聥−ipx/~
√
耲π~

聤x 耨耳耮耲耱耳耩

〈p|x〉起到从动量到坐标表象的变换的逆变换矩阵S†px的作用耮 这就是我们熟悉的付立叶变换的逆变换耮

3.8.5 坐坐坐标标标表表表象象象下下下的的的公公公式式式

内内内积积积

容易证明内积可以通过波函数的积分得到

〈α|β〉 耽
∫

聤x〈α|x〉〈x|β〉 耽
∫
ψ∗α耨x耩ψβ耨x耩聤x ≡ 耨ψα, ψβ耩 耨耳耮耲耱耴耩

耨ψα, ψβ耩是内积的另一种记法耮

进一步

〈α|Q|β〉 耽
∫

聤x〈α|x〉〈x|Q|β〉 耽
∫

聤xψ∗α耨x耩Q耨x, 聞p 耽 i~
∂

∂x
耩ψβ耨x耩 ≡ 耨ψα, 聞Qψβ耩 耨耳耮耲耱耵耩

我们还可以得到算符厄密性的另一种表达耮

厄密算符满足

〈α|Q|β〉 耽 〈β|Q|α〉∗ 耨耳耮耲耱耶耩

〈α|Q|β〉 耽

∫
〈α|Q|x〉〈x|β〉聤x 耽

∫
〈x|Q|α〉∗ψβ耨x耩聤x 耽

∫
耨 聞Qψα耨x耩耩

∗ψβ耨x耩聤x

耽 耨 聞Qψα, ψβ耩 耨耳耮耲耱耷耩

所以

耨ψα, 聞Qψβ耩 耽 耨 聞Qψα, ψβ耩 耨耳耮耲耱耸耩
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本本本征征征方方方程程程

本征方程

Q|q〉 耽 q|q〉 耨耳耮耲耱耹耩

有

〈x|Q|q〉 耽 q〈x|q〉 耨耳耮耲耲耰耩

得到

聞Qψq耨x耩 耽 qψq耨x耩 耨耳耮耲耲耱耩

这里 聞Q 耽 Q耨x,−i~ ∂
∂x 耩耮

波波波函函函数数数的的的叠叠叠加加加

态叠加是说一个态可以写成其他态的叠加，即

|α〉 耽
∑
n

cn|n〉 耨耳耮耲耲耲耩

|n〉一般是某个力学量的本征态。那么
〈x|α〉 耽

∑
n

cn〈x|n〉 耨耳耮耲耲耳耩

即

ψα耨x耩 耽
∑
n

cnψn耨x耩 耨耳耮耲耲耴耩

态的波函数可以写成其他态的波函数的叠加。

完完完备备备性性性的的的波波波函函函数数数形形形式式式

考虑某表象的一组基矢耨离散谱耩耬 满足完备性关系∑
i

|i〉〈i| 耽 耱 耨耳耮耲耲耵耩

这些基矢可以在坐标表象下写成波函数ψi耨x耩 耽 〈x|i〉耮 利用∑
i

〈x|i〉〈i|x′〉 耽 δ耨x− x′耩 耨耳耮耲耲耶耩

又 ∑
i

〈x|i〉〈i|x′〉 耽
∑
i

ψi耨x耩ψ
∗
i 耨x
′耩 耨耳耮耲耲耷耩

所以 ∑
i

ψi耨x耩ψ
∗
i 耨x
′耩 耽 δ耨x− x′耩 耨耳耮耲耲耸耩

例子：无限深势阱耮

本征方程的解ψn耨x耩 是|n〉对应波函数耮 |n〉可以选为基矢耮

正交归一性

〈n|n′〉 耽 耨ψn, ψ
′
n耩 耽 δnn′ 耨耳耮耲耲耹耩

完备性 ∑
n

ψn耨x耩ψ
∗
n耨x
′耩 耽 δ耨x− x′耩 耨耳耮耲耳耰耩
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如果是一个连续谱的表象耬 基矢|a〉耬 a连续。∫
聤a|a〉〈a| 耽 耱 耨耳耮耲耳耱耩

上述结果自然为 ∫
聤aψa耨x耩ψ

∗
a耨x
′耩 耽 δ耨x− x′耩 耨耳耮耲耳耲耩

比如动量表象， ∫
聤pψp耨x耩ψ

∗
p耨x
′耩 耽

∫
聤p

耱

耲π~
eipx/~e−ipx′/~ 耽 δ耨x− x′耩 耨耳耮耲耳耳耩

此外〈p|p′〉 可以通过波函数验证耮

〈p|p′〉 耽
∫

聤x〈p|x〉〈x|p′〉 耽
∫

聤xψ∗p耨x耩ψp′耨x耩 耽

∫
聤x

耱

耲π~
e−ipx/~eip′x/~ 耽 δ耨p− p′耩 耨耳耮耲耳耴耩
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3.9 能能能量量量表表表象象象

考虑能量本征态
聞H|n〉 耽 En|n〉, n 耽 耰, 耱, 耲, · · · 耨耳耮耲耳耵耩

选|n〉为基矢，就得到能量表象。
在能量表象下哈密顿量算符的矩阵自然是对角矩阵

Hmn 耽 〈m|H|n〉 耽 Enδmn 耨耳耮耲耳耶耩

根据薛定鄂方程

聩~
∂

∂t
|α耨t耩〉 耽 聞H|α耨t耩〉 耨耳耮耲耳耷耩

聩~
∂

∂t
〈m|α耨t耩〉 耽

∑
n

〈m 聞H|n〉〈n|α耨t耩〉 耨耳耮耲耳耸耩

聩~ 聟cm耨t耩 耽 Emcm耨t耩 耨耳耮耲耳耹耩

解为

cm耨t耩 耽 cm耨耰耩e−iEmt/~ 耨耳耮耲耴耰耩

cm耨耰耩由初始条件定

|α耨耰耩〉 耽
∑
m

cm耨耰耩|m〉 耨耳耮耲耴耱耩

所以

|α耨t耩〉 耽
∑
m

cm耨t耩|m〉 耽
∑
m

cm耨耰耩聥−iEmt/~|m〉 耨耳耮耲耴耲耩

若

|α耨耰耩〉 耽 |n〉 耨耳耮耲耴耳耩

则

cm 耽 δmn 耨耳耮耲耴耴耩

系统处于之前我们研究过定态耮

可以看到选取能量算符 聞H的本征矢作为基矢是非常方便的。

3.9.1 借借借助助助波波波函函函数数数完完完成成成计计计算算算

如果考虑粒子的空间运动，利用坐标（或位置）表象波函数来计算是方便的。

比如计算能量表象下力学量A的矩阵元〈m|A|n〉

〈m|A|n〉 耽 耨ψm, 聞Aψn耩 耨耳耮耲耴耵耩

其中
聞Hψm耨x耩 耽 Emψm耨x耩 耨耳耮耲耴耶耩

是H的本征函数。

〈m|α耨t耩〉的计算也类似
〈m|α耨t耩〉 耽 耨ψm, ψα耩 耨耳耮耲耴耷耩

例：一维谐振子问题耮 我们来计算能量表象下，算符x的矩阵元

xn,m 耽 〈n|x|m〉 耽
∫
〈n|x〉〈x|x|m〉聤x 耨耳耮耲耴耸耩
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其中插入了完备性关系。〈n|x〉 耽 ψ∗n耬 〈x|x|m〉 耽 xψm耬 利用前面学过的

xψn 耽
耱√
耲α

耨
√
nψn−1 耫

√
n耫 耱ψn+1耩 耨耳耮耲耴耹耩

和
聤

聤x
ψn 耽

α√
耲
耨
√
nψn−1 −

√
n耫 耱ψn+1耩 耨耳耮耲耵耰耩

容易算出xnm 和pnm
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3.10 力力力学学学量量量算算算符符符的的的共共共同同同本本本征征征函函函数数数

我们知道力学量的属于不同本征值的本征矢是正交归一的。但是耬 严格的说我们并没有仔细研究简并耨同一

个本征值有两个以上本征矢耩情况。如果出现简并，怎么保证本征矢正交呢？利用两个或多个力学量的共同

本征函数，我们可以解决简并带来的问题。

假设 聞A与 聞B是两个力学量的算符耮 存在一种可能耺 它们具有共同的本征函数

聞A|nl〉 耽 an|nl〉, 聞B|nl〉 耽 bl|nl〉. 耨耳耮耲耵耱耩

|nl〉称作 聞A, 聞B的共同本征态耮 如果粒子处于这样的状态耬 测量A得an耬 测量B得bl耮 测量之后的状态不变耮 先测

后测无所谓耮

耨 聞A 聞B − 聞B 聞A耩|nl〉 耽 耨anbl − blan耩|nl〉 耽 耰. 耨耳耮耲耵耲耩

注注注意意意: 聞A, 聞B对对对易易易是是是在在在上上上式式式对对对任任任意意意波波波函函函数数数都都都成成成立立立的的的情情情况况况下下下. 上式不足以说他们对易，但是这意味着 聞A与 聞B很很很可可可

能能能是是是对对对易易易的的的耮

这是可以证明的，前提是|nl〉构成完备函数系耬 任何态都可以用它展开

|耉〉 耽
∑
nl

Cnl|nl〉, 耨耳耮耲耵耳耩

于是

耨 聞A 聞B − 聞B 聞A耩|耉〉 耽
∑
nl

Cnl耨 聞A 聞B − 聞B 聞A耩|nl〉 耽
∑
nl

Cnl耨anbl − blan耩|nl〉 耽 耰. 耨耳耮耲耵耴耩

因此耬 聛 聞A, 聞B聝 耽 耰耮

反过来耬 我们可以证明耺 如如如果果果厄厄厄密密密算算算符符符 聞A, 聞B对对对易易易, 则则则它它它们们们必必必定定定存存存在在在一一一系系系列列列共共共同同同本本本征征征函函函数数数.

证明耺 假设|耉n〉, n 耽 耱, 耲, · · · ,与|耈l〉, l 耽 耱, 耲, · · · ,分别是算符 聞A, 聞B的一组本征态耬 由于聁耬 聂 都是力学量，

所以这两组本征态各各各自自自都是完备的耮

聞A|耉n〉 耽 an|耉n〉, n 耽 耱, 耲, 耳, · · · ,
聞B|耈l〉 耽 bl|耈l〉, l 耽 耱, 耲, 耳, · · · .

耨耳耮耲耵耵耩

考虑到可能的简并耬 我们将|耈l〉按本征值分组耨bi 6耽 bj 耬 如果i 6耽 j耩

聞B|耈iν〉 耽 bi|耈iν〉, i 耽 耱, 耲, 耳, · · · 耻 ν 耽 耱, · · · , fi. 耨耳耮耲耵耶耩

fi就是bi的简并度。

任意取一个 聞A的本征函数|耉n〉耬 展开成|耈iν〉的叠加

|耉n〉 耽
∑
iν

c
(n)
iν |耈iν〉 耽

∑
i

|聾耈ni〉 耨耳耮耲耵耷耩

其中|聾耈ni〉 耽
∑
ν c

(n)
iν |耈iν〉耬 仍然是 聞B的本征函数耬 属于本征值bi耮 考虑

耨 聞A− an耩|耉n〉 耽
∑
i

耨 聞A− an耩|聾耈ni〉 耽 耰. 耨耳耮耲耵耸耩

由于 聞A与 聞B对易耬 我们有

聞B耨 聞A− an耩|聾耈ni〉 耽 耨 聞A− an耩 聞B|聾耈ni〉 耽 bi耨 聞A− an耩|聾耈ni〉. 耨耳耮耲耵耹耩

如果耨 聞A− an耩|聾耈ni〉不为零耬 它就是 聞B的本征态耬 属于本征值bi耮 但是耨耳耮耲耵耸耩表明这些态是线性相关的耮 一个

厄密算符的属于不同本征值的本征函数是正交的耬 不可能线性相关耮 所以

耨 聞A− an耩|聾耈ni〉 耽 耰. 耨耳耮耲耶耰耩
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也就是说|聾耈ni〉是 聞A的本征态耬 属于本征值an耮

至此，我们证明了|聾耈ni〉是A,B的共同本征态耮

由于聅聱耮耨耳耮耲耵耷耩对任意一个聁的本征态都成立，即每一个本征态都可以表示为A,B共同本征态的叠加耬 而

且|耉n〉是完备的，所以|聾耈ni〉也也也是是是完完完备备备的的的耮

同时，我们惊喜地发现|聾耈ni〉, i 耽 耱, 耲, · · · ,都属于an耬 而且彼此正交的耬 因为他们属于B的不同本征值bi耮

这使得建立完备的正交归一基矢成为可能。

3.10.1 简简简并并并与与与力力力学学学量量量完完完全全全集集集

• 如果 聞A的全部本征态耨或本征函数耩都是非简并的耬 那么测量A得到的本征值就可以确定系统塌缩到的本

征态|a〉耮

这时也可能有算符 聞B与之对易耮 但是由于非简并耬 A的每个本征态都是 聞B的本征态耮 其实 聞B必定是 聞A的函

数耮 例如耺 一维系统的动能 聞T与动量聞p耮

• 如果 聞A的一部分或全部本征值是简并的耬 那么给定 聞A的本征值并不足以确定本征态耮 我们可以找与 聞A对

易的另一力学量算符 聞B耬 它们存在共同本征态耬 在确定an后耬 再测B耬 确定bl后耬 就可可可能能能确定本征态了耬 比

如|an, bl〉耮

• 如果 聞A, 聞B的共同本征态在确定an, bl后仍然有简并耬 即仍然无法确定本征态耮 这时我们需要找第三个力

学量C耮

• 一组相互对易又彼此独立的力学量耬 如果它们的共同本征态不再简并耨唯一确定耩耬 那么这组力学量称为

系统的力力力学学学量量量完完完全全全集集集耮 测量它们之后得到的所有本征值就可以完全确定系统的状态耨共同本征态耩耮

• 完全集中的力学量的个数其实就是系统的自自自由由由度度度耮

例子耺 对于一维束缚态粒子运动耬 一般能量就可以构成力学量完全集耮 对于非束缚态可以选动量为力学

量完全集耮 三维粒子的运动需要三个力学量构成完全集耮 对于非束缚态可以选px, py, pz耮 对于中心力束

缚态，可以选能量耬 角动量平方和角动量某个分量耮 这在后面的内容里会讲到耮

原则上如果找到了力学量完全集，就可以以它们的共同本征态为基矢建立表象耬 这些基矢是正交归一

的。

例如：力学量聁耬 聂的共同本征态是|lm〉耬 A|lm〉 耽 al|lm〉, B|lm〉 耽 bm|lm〉耮 确定al, bm就可以确定唯唯唯一一一
的的的 共同本征态|lm〉耮 则聁，聂构成力学量完全集耮 我们可以采用|lm〉为基矢建立耨聁耬聂耩表象耮 由于〈lm|l′m′〉 耽
δll′δmm′ 耬 基矢是正交归一的耮 我们可以给这些基矢按一定规则排序|lm〉 耽 |i〉, i 耽 耱, 耲, . . . ,耬 就可以回到我们

熟悉的正交归一形式〈i|j〉 耽 δij 耮

任意状态|α〉可以用|lm〉展开耮

|α〉 耽
∑
lm

clm|lm〉 耨耳耮耲耶耱耩

系数clm 耽 〈lm|α〉是唯一确定的。
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3.11 轨轨轨道道道角角角动动动量量量

3.11.1 对对对易易易关关关系系系

轨道角动量的定义是

L 耽 r× p 耨耳耮耲耶耲耩

考虑任意状态|α〉耬 其波函数和被L作用后态的波函数的关系为

〈r|L|α〉 耽 聞L〈r|α〉 耨耳耮耲耶耳耩

其中聞L为

聞L 耽 聞r× 聞p 耽 −i~聞r×∇ 耨耳耮耲耶耴耩

在直角坐标系下耬 聞Lx 耽 y聞pz − z聞py
利用基本对易式

聛聞x, 聞px聝 耽 i~ 耨耳耮耲耶耵耩

容易证明以下对易关系耺

聛 聞Lx, 聞x聝 耽 耰, 聛 聞Lx, 聞px聝 耽 耰 耨耳耮耲耶耶耩

及其轮转公式耮

聛 聞Lx, y聝 耽 i~z, 聛 聞Lx, 聞py聝 耽 i~聞pz 耨耳耮耲耶耷耩

及其轮转公式耮

证明中常用的公式

聛A耫B,C聝 耽 聛A,C聝 耫 聛B,C聝 耨耳耮耲耶耸耩

聛AB,C聝 耽 A聛B,C聝 耫 聛A,C聝B 耨耳耮耲耶耹耩

聛A,BC聝 耽 聛A,B聝C 耫B聛A,C聝 耨耳耮耲耷耰耩

聛A, 聛B,C聝聝 耫 聛B, 聛C,A聝聝 耫 聛C, 聛A,B聝聝 耽 耰 耨耳耮耲耷耱耩

最后的式子成为聊聡聣聯聢聩 聩聤聥聮聴聩聴聹耮

下面证明两个重要的对易关系耮

耱耮 聛聞Lx, 聞Ly聝 耽 i~聞Lz. 及其轮转公式耮

证明耺 从略

耲耮 聛聞L2, 聞Lz聝 耽 耰 及其轮转公式耮

证明耺 从略

3.11.2 L̂2, L̂z的的的共共共同同同本本本征征征态态态

角动量是在中心力问题里常遇到的力学量耬 这是因为它是守恒量。在中心力场情况下耬 采用球坐标是方便的耮

∇ 耽 er
∂

∂r
耫 eθ

∂

r∂θ
耫 eφ

∂

r 聳聩聮 θ∂φ
耨耳耮耲耷耲耩
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利用聅聱耮耨耳耮耲耶耴耩耬 可以导出

L2 耽 −~2耨
耱

聳聩聮 θ

∂

∂θ
聳聩聮 θ

∂

∂θ
耫

耱

聳聩聮2 θ

∂2

∂ϕ2
耩

Lz 耽 ee · L 耽 −i~ ∂

∂ϕ

耨耳耮耲耷耳耩

耨以上公式的一个很好的推导，在钱伯初《量子力学》附录）

由于L2, Lz对易，我们可以寻找他们的共同本征态（或者说坐标表象下他们的共同本征函数）。设该共

同本征函数为Y 耨θ, ϕ耩耺
聞L2Y 耨θ, ϕ耩 耽 λ1~2Y 耨θ, ϕ耩 耨耳耮耲耷耴耩

聞LzY 耨θ, ϕ耩 耽 λ2~Y 耨θ, ϕ耩 耨耳耮耲耷耵耩

λ1~2和λ2~分别是L2和Lz的本征值耮

分离变量耺 Y 耽 耂耨θ耩耈耨ϕ耩耮 代入上式耨耳耮耲耷耵耩

聞Lz耈耨ϕ耩 耽 λ2~耈耨ϕ耩 耨耳耮耲耷耶耩

其解为

耈耨ϕ耩 耽 Ceiλ2ϕ. 耨耳耮耲耷耷耩

根据波函数的单值性，得到所谓自然边界条件耺 耈耨ϕ耫 耲π耩 耽 耈耨ϕ耩耮 这就要求

λ2 耽 耰,±耱,±耲, · · · . 耨耳耮耲耷耸耩

归一化要求C 耽 1√
2π

耮 通常写成

耈m耨ϕ耩 耽
耱√
耲π
eimϕ, m 耽 耰,±耱,±耲, · · · . 耨耳耮耲耷耹耩

把此式用到分离变量解，并代入耨耳耮耲耷耴耩耬 聞L2的本征方程可以化成

耱

聳聩聮 θ

d

dθ
聳聩聮 θ

d

dθ
耂耫 耨λ1 −

m2

聳聩聮2 θ
耩耂 耽 耰 耨耳耮耲耸耰耩

定义ξ 耽 聣聯聳 θ耬 化成连带职聥聧聥聮聤聲聥 方程

d

dξ
耨耨耱− ξ2耩

d

dξ
耂耩 耫 耨λ1 −

m2

耱− ξ2
耩耂 耽 耰. 耨耳耮耲耸耱耩

物理解为连带职聥聧聥聮聤聲聥函数

耂 耽 Pml 耨聣聯聳 θ耩,其中|m| ≤ l. 耨耳耮耲耸耲耩

对应的本征值为

λ1 耽 l耨l 耫 耱耩, l 耽 耰, 耱, 耲, · · · , 耨耳耮耲耸耳耩

综合起来耬 共同本征函数写为球谐函数

Yl,m耨θ, ϕ耩 耽 Nl,mP
m
l 耨聣聯聳 θ耩eimϕ 耨耳耮耲耸耴耩

系数Nl,m保证函数的正交归一性耺

耨Yl,m, Yl′,m′耩 耽

∫
聳聩聮 θdθdϕY ∗l,mYl′,m′ 耽 δl,l′δm,m′ . 耨耳耮耲耸耵耩

积分对立体角（或者所有方向）耮
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Yl,m耨θ, ϕ耩是聈聩聬聢聥聲聴空间矢量|lm〉对应的波函数耺

Yl,m耨θ, ϕ耩 耽 〈n|l,m〉 耨耳耮耲耸耶耩

其中n是球坐标系中耨θ, ϕ耩决定的方向矢量耮 |n〉是n的本征矢耮 因此正交归一关系也可以写成

〈lm|l′m′〉 耽 δl,l′δm,m′ 耨耳耮耲耸耷耩

任意以耨θ, ϕ耩为自变量的函数都可以用Ylm展开，也就是说其完备

∑
l

m=l∑
m=−l

|lm〉〈lm| 耽 耱 耨耳耮耲耸耸耩

简并讨论耺 l称为轨道角动量量子数耬 m称为磁量子数耨后面内容耩耮 给定l耬 m有耲l耫耱种可能取值耮 或者说简并度

为耲l 耫 耱耮

几个特别重要的球谐函数：Y00 耽 1√
4π

耬 Y10 耽
√

3
4π 聣聯聳 θ耬 Y1±1 耽 ∓

√
3

8π 聳聩聮 θe±iϕ.

• 例子耺 考虑一个被限制在半径为a的球面上运动的质量为µ的粒子耮

系统的聈聡聭聩聬聴聯聮聩聡聮为

H 耽
L2

耲µa2
. 耨耳耮耲耸耹耩

能量本征方程为

聞H耉耨θ, ϕ耩 耽 E耉耨θ, ϕ耩. 耨耳耮耲耹耰耩

假设能量本征值El 耽 l耨l 耫 耱耩~2/耲µa2耮 容易看出方程的解，即本征函数可以是

耉耨θ, ϕ耩 耽

l∑
m=−l

CmYl,m 耨耳耮耲耹耱耩

其中Cm是任意常数耻

在这个问题中我们看到，能量本征函数不能完全由能量本征值确定耮 这是因为本征函数有简并耮

我们需要另外一个力学量Lz与H构成力学量完全集耮

如果我们知道能量为El耬 并且lz为m~耬 即

聞H耉耨θ, ϕ耩 耽 El耉耨θ, ϕ耩.

聞Lz耉耨θ, ϕ耩 耽 m~耉耨θ, ϕ耩.
耨耳耮耲耹耲耩

就可以完全确定波函数耉耨θ, ϕ耩为Ylm耬 即完全用力学量的本征值来确定本征函数或本征态耮

假设系统的状态是

|α〉 耽 耱√
耲
|耰耰〉耫 耱√

耳
|耱耰〉耫 耱√

耶
|耱耱〉 耨耳耮耲耹耳耩

我们先测量聈耬 得到耰 的几率为耱/耲耬 系统会塌缩到本征态|耰耰〉耮 接着测Lz耬 得到Lz 耽 耰耬 其几率是耱耮

如果测量聈得到 ~2

µa2 耬 那么系统会塌缩到什么状态？应该是其本征函数
1√
3
|耱耰〉耫 1√

6
|耱耱〉耮

你可能会问耺 你前面不是说E1 耽 ~2/µa2不能确定能量本征函数吗耬 怎么现在又给我确定了一个本征函数耿

不好意思，这两个聠确定耧不是一个意思耮

聠本征函数有简并时耬 能量本征函数不能完全由能量本征值确定耧 里面，聠确定耧是指本征态不能直接写

成|E〉耬 因为这么写是没有意义的。
聠如果测量聈得到 ~2

µa2 耬 那么系统会塌缩到确定的态
1√
3
|耱耰〉 耫 1√

6
|耱耱〉耧耮 聜确定耢是由于我们给定了|α〉耮 再

将|α〉展开成H本征态叠加的时候，这个叠加方式是唯一确定的耮
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将其归一化，得到
√
耲耨 1√

3
|耱耰〉耫 1√

6
|耱耱〉耩耮 |α〉可改写为

|α〉 耽 耱√
耲
|耰耰〉耫 耱√

耲
耨

√
耲√
耳
|耱耰〉耫

√
耲√
耶
|耱耱〉耩 耨耳耮耲耹耴耩

也就是说出现这个测值的几率是耱/耲耮 此时再测量Lz，可以得到耰或者~耬 几率分别为耲耯耳 和耱耯耳耬 分别投影

到|耱耰〉和|耱耱〉耮 注意，测量这些态的能量我们仍然得到 ~2

µa2 耮 这是由于聛H,Lz聝 耽 耰耮

一般地，根据量子力学的测量原理，测量得到本征值，系统的状态塌缩到对应的本征态耮 如果本征态简

并，系统塌缩到什么状态？

假设系统的状态是

|α〉 耽 c00|耰耰〉耫 c10|耱耰〉耫 c11|耱耱〉 耨耳耮耲耹耵耩

如果测量聁得到a0 耨几率为|c00|2耬 c00 耽 〈耰耰|α〉耩耬 系统会塌缩到聁的本征态|耰耰〉耮
如果测量聁得到a1耬 那么系统会塌缩到聁的本征态|β〉 耽 耨c10|耱耰〉耫 c11|耱耱〉耩/N 耬 其中我们引入归一化因子

耱/N 耽
耱√

|c10|2 耫 |c11|2
耨耳耮耲耹耶耩

保证〈β|β〉 耽 耱耮 我们可以改写聅聱耮耨耳耮耲耹耵耩

|α〉 耽 cβ |β〉耫 c00|耰耰〉 耨耳耮耲耹耷耩

计算出cβ 耽 〈β|α〉 耽 N 耮 它的模方|c10|2 耫 |c11|2就是测得a1的几率耮

如果测量聁得到a1耬 接着测量聂耬 得到b0耬 则系统|β〉 必接着塌缩到聂的本征态耺 |耱耰〉耮 这个态是唯一确定的耬

发生几率为|〈耱耰|β〉|2 耽 |c10|2/N2耮

总体而言测得聁为a1并且测聂为b0的几率为|c10|2耮 同样，测得聁为a1并且测聂为b1的几率为|c11|2耮
实际上，测聁得a1的几率|c10|2 耫 |c11|2是测聁得a1并且测聂得b0与得b1的几率之和耮



耳耮耱耲耮 相容与不相容力学量，测不准关系 耷耷

3.12 相相相容容容与与与不不不相相相容容容力力力学学学量量量，，，测测测不不不准准准关关关系系系

我们知道如果两个力学量A,B的算符对易耬 那么它们有一系列共同本征态耮 系统如果处于这样的状态耬 我们可

以同时准确知道A,B的测值耮 比如|a, b〉是A,B的共同本征态。

A|a, b〉 耽 a|a, b〉耻 B|a, b〉 耽 b|a, b〉 耨耳耮耲耹耸耩

那么测聁，我们百分之百得到a耻 系统的态由于是聁的本征态，测量后不塌缩。再测聂，我们百分之百得到b耮

颠倒顺序，情况也一样。比如在Ylm态下测量L
2, Lz耮

这种情况称A和B是相容的耨聣聯聭聰聡聴聩聢聬聥耩耮

但是耬 如果A,B的算符不对易耮 我们称它们是不相容的耨聩聮聣聯聭聰聡聴聩聢聬聥耩耮 情况会怎么样耿 首先不会存在一组

完备的A和B的共同本征态，否则聛A,B聝 耽 耰耮 但是不排除偶然有共同本征态耬 比如Y00就是Lx, Ly, Lz的共同

本征态，虽然它们彼此不对易耮

聆聩聧聵聲聥 耳耮耵耺 顺序选择测量耨聓聥聱聵聥聮聴聩聡聬 聳聥聬聥聣聴聩聶聥 聭聥聡聳聵聲聥聭聥聮聴聳耩

之前我们研究过聓聴聥聲聮耭聇聥聲聬聡聣聨实验的不相容物理量的测量效应耮 现在我们给出更一般的讨论耮

考虑如图聆聩聧耮耳耮耵耨聡耩 所示的顺序选择测量耮 第一个测量耨A耩从入射的状态中选择出|a′〉耬 并拒绝掉其他的测
量结果耮 1 第二个测量耨B耩选择出|b′〉，并拒绝掉其他的测量结果耮 最后的测量耨C耩选择出|c′〉耬 并拒绝其他的
结果耮 现在我们问得到|c′〉的几率是多少？在确定|a′〉的情况下，得到|b′〉的概率是|〈b′|a′〉|2耮 在确定|b′〉的情况
下，得到|c′〉的概率是|〈c′|b′〉|2耮 根据概率的乘法定理，两个相容事件同时实现的概率是

|〈c′|b′〉|2|〈b′|a′〉|2 耨耳耮耲耹耹耩

那么不论中间过程（或路径耩怎样，由|a′〉得到|c′〉的几率多大呢？这意味着我们记录中间路径为b′的概
率，然后记录中间路径为下一个b′的几率，如此下去，我们把这些几率求和，得到∑

b′

|〈c′|b′〉|2|〈b′|a′〉|2 耽
∑
b′

〈c′|b′〉|〈b′|a′〉〈a′|b′〉|〈b′|c′〉 耨耳耮耳耰耰耩

这是符合概率理论的耮

现在我们来对比另一种设置耬聆聩聧耮 耳耮耵耨聢耩耬 问由|a′〉出发得到|c′〉的几率多大？显然这个几率是|〈c′|a′〉|2耮 我
们可以把这个概率改写一下，发现

|〈c′|a′〉|2 耽 |
∑
b′

〈c′|b′〉〈b′|a′〉|2 耽
∑
b′

∑
b′′

〈c′|b′〉|〈b′|a′〉〈a′|b′′〉|〈b′′|c′〉 耨耳耮耳耰耱耩

1为简单起见，我们假设A的本征值没有简并，B和C也一样. 对于简并的情况，只要把|a′〉理解为由入射状态确定的本征态，|b′〉,
|c′〉类似.



耷耸 聃聈聁聐联聅聒 耳耮 量子力学原理

我们看到聅聱耮耨耳耮耳耰耰耩和聅聱耮耨耳耮耳耰耱耩是不同的，后者比前者多很多项耡

注意，A选择测量后得到的|a′〉可认为是有B的本征态叠加而成

|a′〉 耽
∑
b′

|b′〉〈b′|a′〉 耨耳耮耳耰耲耩

然而从C测量出来的结果却依赖于对B的测量是否真真真的的的进行耡 如果真的测量B，那么结果是聅聱耮耨耳耮耳耰耰耩耻如果只

在头脑里想象把|a′〉分解成|b′〉的叠加，那最后的结果是聅聱耮耨耳耮耳耰耱耩耮 换句话说，如果你真的记录粒子经过b′路

径的几率，即使最后对这个几率求和，也会改变最终的几率耮 这是量子力学的精髓所在。

在什么情况下，两种情形的结果一致？容易看到，测值没有简并的条件下，如果聛A,B聝 耽 耰耬 或

者聛B,C聝 耽 耰耬 两个公式给出的结果是一致的。

上面的实验说明的是不相容物理量的特性耮

如果A,B不相容耬 能否同时测准耿 结论是一一一般般般不不不能能能同同同时时时测测测准准准耮 它们的不确定度满足如下关系耺

老A ·老B ≥ 耱

耲
|〈聛 聞A, 聞B聝〉| 耨耳耮耳耰耳耩

其中不确定度为老A 耽 〈耨A− 〈A〉耩2〉1/2耬 是在粒子的运动状态耨波函数耩下计算的耮

证明耺

设|α〉是任意一个态矢量耮 耨A耫 iξB耩|α〉是一个右矢，与其对偶的左矢为〈α|耨A耫 iξB耩† 耽 〈α|耨A− iξB耩耮 这

里利用了A,B是厄密算符耮 由于一个右矢与对偶左矢的内积非负，所以可以定义

f耨ξ耩 耽 〈α|耨A− iξB耩 · 耨A耫 iξB耩|α〉 ≥ 耰 耨耳耮耳耰耴耩

其实就是

f耨ξ耩 耽 〈α|耨A2 耫 iξ耨AB −BA耩 耫B2ξ2耩|α〉

耽 〈A2〉耫 耨i〈聛A,B聝〉耩ξ 耫 〈B2〉ξ2
耨耳耮耳耰耵耩

可以看到〈聛A,B聝〉必为纯虚数耬 否则i〈聛A,B聝〉 不是实数耬 f耨ξ耩也就不是实数了耮 耨这是由于i聛A,B聝 是厄密算符耮

参见之前作业题耮耩

根据aξ2 耫 bξ 耫 c ≥ 耰成立的条件耺 耴ac ≥ b2耬 我们有

耴〈A2〉〈B2〉 ≥ 耨i〈聛A,B聝〉耩2 耨耳耮耳耰耶耩

如果从一开始就以A− 〈A〉代替A耬 B − 〈B〉代替B耬 我们有

耴〈耨A− 〈A〉耩2〉〈耨B − 〈B〉耩2〉 ≥ 耨i〈聛 聞A− 〈A〉, 聞B − 〈B〉聝〉耩2 耨耳耮耳耰耷耩

也就是

老A ·老B ≥ 耱

耲
|〈聛A,B聝〉| 耨耳耮耳耰耸耩

具体地耬 比如 聞A 耽 x, 聞B 耽 聞px耬 上式就是我们熟悉的

老x ·老px ≥
耱

耲
|〈聛x, 聞px聝〉| 耽

~
耲
. 耨耳耮耳耰耹耩

一个简单的例子：如果系统处于Ylm的本征态。我们知道

老Lx 耽 老Ly 耽
√
耨l耨l 耫 耱耩−m2耩~2/耲.

并且〈Lz〉 耽 m~耮 由于|m| ≤ l耬 显然满足上述关系。
考虑原子中的电子耮 其活动范围有限耬 x的量级为耱耰−10米耮 其动能的一个分量大约〈p2

x/耲m〉 ' 耱耰eV/耳耮 考

虑到电子处于束缚态耬 我们知道〈px〉 耽 耰耬 所以老px ' 耲× 耱耰3eV/c耮 耨电子质量为耰.耵× 耱耰6eV/c2耩 假设位置的

不确定度就是x的量级耬 根据老x老p ' 耱耰−15eV s ' ~耮 满足测不准关系耮

相反耬 如果电子在宏观尺度上运动耬 比如在厘米大小的盒子内运动耮 假设我们可以在微米尺度上确定他的

位置耬即老x 耽 耱耰−6m耬 根据测不准关系耬 动量的最高精度是耷× 耱耰−10eV s/m耮 而动能为耱eV的电子的动量大小

为耳× 耱耰−5eV s/m耬 可以看到动量的相对精度很好耮
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3.13 力力力学学学量量量的的的时时时间间间演演演化化化, Schrödinger 与与与Heisenberg 绘绘绘景景景

3.13.1 力力力学学学量量量的的的时时时间间间演演演化化化

系统状态随时间演化耬 遵从聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 方程：

i~
∂|α耨t耩〉
∂t

耽 H|α耨t耩〉 耨耳耮耳耱耰耩

如果初态是能量本征态|n〉，
H|n〉 耽 En|n〉 耨耳耮耳耱耱耩

那么系统的演化态是聠定态耧：

|α耨t耩〉 耽 聥聸聰耨−iEnt/~耩|n〉. 耨耳耮耳耱耲耩

对于定态，力学量A的期望值

〈A〉 耽 〈α|A|α〉 耽 〈n|eiEnt/~A聥−iEnt/~|n〉 耽 〈n|A|n〉 耨耳耮耳耱耳耩

不随时间变化。

一般的情况耬 如果初态为

|α〉 耽
∑
n

cn|n〉 耨耳耮耳耱耴耩

那么t时刻

|α耨t耩〉 耽
∑
n

cn聥
−iEnt/~|n〉 耨耳耮耳耱耵耩

聁的期望值

〈A〉 耽 〈α耨t耩|A|α耨t耩〉 耨耳耮耳耱耶耩

怎么随时间变化？
d〈A〉
dt

耽 耨
∂

∂t
〈α|耩A|α〉耫 〈α|A ∂

∂t
|α〉 耨耳耮耳耱耷耩

这里我们假设A算符本身不随时间变。根据薛定谔方程

d〈A〉
dt

耽
耱

聩~
〈聛A,H聝〉. 耨耳耮耳耱耸耩

我们看到耬 〈A〉是否随时间变化取决于A与H是否对易耮 对易就意味着A的期望值不随时间变换，是守恒量。

从另一个角度看，聛A,H聝 耽 耰，则A与H有共同本征态，并可以选为基矢。设该基矢为|E, a〉耮

H|E, a〉 耽 E|E, a〉, A|E, a〉 耽 a|E, a〉. 耨耳耮耳耱耹耩

任意态的时间演化可以写为耺

|α耨t耩〉 耽
∑
E,a

cE,a耨t耩|E, a〉〉 耽
∑
E,a

cE,a耨耰耩e
−iEt/~|E, a〉 耨耳耮耳耲耰耩

让我们简写耨E, a耩为k耮
d

dt
|ck耨t耩|2 耽 聟c∗kck 耫 c∗k 聟ck 耨耳耮耳耲耱耩

ck是能量表象里的分量耬 所以 聟ck 耽 E
i~ck耬 聟c

∗
k 耽 −E

i~ck耬 于是

聤

聤t
|ck耨t耩|2 耽 耰 耨耳耮耳耲耲耩

我们知道，|ck|2是测量聈为E耬 同时测量A为a的几率耬 这就是说〈A〉守恒耬 并且聁 的各个测量值出现的几率也

守恒。
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例：粒子在半径为R的球面上运动。H 耽 L2

2µR2 耮 力学量完全集选为耨H,Lz耩耬 共同本征函数Ylm耮

假设初态

ψ耨θ, φ耩 耽
耱√
耲
Y10 耫

耱√
耲
Y21 耨耳耮耳耲耳耩

则

ψ耨θ, φ耻 t耩 耽
耱√
耲
Y10聥

−iE1t/~ 耫
耱√
耲
Y21聥

−iE2t/~ 耨耳耮耳耲耴耩

其中E1 耽 2~2

2µR2 , E2 耽 6~2

2µR2 耮

由于聛H,Lz聝 耽 耰耬 所以Lz是守恒量。

〈Lz〉 耽
耱

耲
× 耰 耫

耱

耲
× ~ 耽

耱

耲
~ 耨耳耮耳耲耵耩

并且，取耰和~的几率不变。
如果初态是

ψ耨θ, φ耩 耽
耱√
耲
Y10 耫

耱√
耲
Y11 耨耳耮耳耲耶耩

则

ψ耨θ, φ耻 t耩 耽 耨
耱√
耲
Y10 耫

耱√
耲
Y21耩聥

−iE1t/~ 耨耳耮耳耲耷耩

〈Lz〉 耽 1
2~耬 测Lz得耰耬 ~的几率还是 1

2 ,
1
2 耮 注意：

耱耮 Lz守恒，并不是说Lz的测量值唯一。

耲耮 各守恒量不一定同时有确定值。与H 对易的物理量之间不一定对易。例如对于定态：ψ耨θ, φ耻 t耩 耽

Y11聥
−iE1t/~，Lz有唯一确定且不变的测值~耮 但是〈Lx〉 耽 耰, 〈L2

x〉 耽 ~2/耲耬 是有不确定度的。耨具体见习

题耩耮 容易算出，Lx的测值为−~, 耰, ~的几率分别为耰耮耲耵耬 耰耮耵耬 耰耮耲耵耮 不随时间变化。

耳耮 存在互不对易的守恒量时，一般能级简并。

证明耺 设聛H,F 聝 耽 聛H,G聝 耽 耰耬 但是聛F,G聝 6耽 耰耮

H|E, f〉 耽 E|E, f〉耻 F |E, f〉 耽 f |E, f〉 耨耳耮耳耲耸耩

由于聛H,G聝 耽 耰耬

HG|E, f〉 耽 GH|E, f〉 耽 EG|E, f〉 耨耳耮耳耲耹耩

所以G|E, f〉也是H的本征矢。属于本征值E耮

又聛G,F 聝 6耽 耰耬

FG|E, f〉 6耽 GF |E, f〉 耽 fG|E, f〉 耨耳耮耳耳耰耩

即G|E, f〉不是F的本征矢。也就是说，G|E, f〉与|E, f〉不同耬 能级是简并的。

可能存在的例外是耺 聛G,F 聝 6耽 耰耬 但是如果G|E, f〉 耽 耰耬 那么

FG|E, f〉 耽 耰耻 GF |E, f〉 耽 fG|E, f〉 耽 耰 耨耳耮耳耳耱耩

此时G|E, f〉还是F的本征矢，因此不能证明G|E, f〉与|E, f〉是不同的量子态。这是氢原子能级基态的
情况耮
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3.13.2 Schrödinger 和和和Heisenberg 绘绘绘景景景(picture)

引入时间演化算符U耨t, 耰耩

|α耨t耩〉 耽 U耨t, 耰耩|α耨耰耩〉 耨耳耮耳耳耲耩

那么根据薛定鄂方程

聩~
∂

∂t
U耨t, 耰耩|α耨耰耩〉 耽 HU耨t, 耰耩|α耨耰耩〉 耨耳耮耳耳耳耩

由于初态任意，

聩~
∂

∂t
U耨t, 耰耩 耽 HU耨t, 耰耩 耨耳耮耳耳耴耩

这是个算符的时间演化方程，表明U耨t, 耰耩 耽 聥−iHt/~耮 即

U耨t, 耰耩 耽
∑
n

耨
−聩Ht
~

耩n/n耡 耨耳耮耳耳耵耩

由于H† 耽 H耬 所以U†耨t, 耰耩 耽 聥iHt/~耮

U†耨t, 耰耩U耨t, 耰耩 耽 U耨t, 耰耩U†耨t, 耰耩 耽 耱 耨耳耮耳耳耶耩

U耨t, 耰耩是幺正算符。

U耨t, 耰耩|α耨耰耩〉是|α耨t耩〉耬 〈α耨耰耩|U†耨t, 耰耩 是|α耨t耩〉的左矢耮 由于

〈α耨耰耩|U†耨t, 耰耩|α耨t耩〉 耽 耱, 耨耳耮耳耳耷耩

也可以理解为U†耨t, 耰耩|α耨t耩〉将|α耨t耩〉时光倒流回|α耨耰耩〉态耮

计算任意力学量聁的期望值

〈A〉 耽 耨〈α耨耰耩|U†耨t, 耰耩耩A耨U耨t, 耰耩|α耨耰耩〉耩 耽 〈α耨耰耩|U†耨t, 耰耩AU耨t, 耰耩|α耨耰耩〉 耨耳耮耳耳耸耩

定义

AH耨t耩 ≡ U†耨t, 耰耩AU耨t, 耰耩 耨耳耮耳耳耹耩

此此此即即即Heisenberg picture下下下的的的A算算算符符符. 原原原来来来的的的算算算符符符可可可以以以理理理解解解为为为AS, 即即即Schrödinger Picture下下下的的的算算算符符符.

聈聥聩聳聥聮聢聥聲聧 聐聩聣聴聵聲聥 规定：态矢不随时间演化耬 一直是|α耨耰耩〉耬 但是力学量随时间演化。
与此相反，聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 聐聩聣聴聵聲聥 下，态矢随时间演化，但力学量的算符本身不演化耬 As耨t耩 耽 A耮

两种聐聩聣聴聵聲聥下，力学量的期望值是一样的。

我们从另一个角度看，

dAH
聤t

耽
∂U†

∂t
ASU 耫 U†AS

∂U

∂t
耽

耱

−聩~
U†HASU 耫 U†AS

耱

聩~
HU

耽
耱

聩~
耨U†ASUU

†HU − U†HUU†ASU耩

耨耳耮耳耴耰耩

由于聛H,U 聝 耽 耰耬 所以U†HU 耽 H耬 即HH 耽 HS 耮

dAH
聤t

耽
耱

聩~
聛AH , H聝 耨耳耮耳耴耱耩

此即聈聥聩聳聥聮聢聥聲聧运动方程。它起到聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 方程一样的作用。

例子：聈 聰聩聣聴聵聲聥下对一维谐振子的运动的描述。

xH 耽 U†xU 耬 pH 耽 U†pU 耮

满足

聟xH 耽
耱

聩~
聛xH , H聝 耽

耱

聩~
U†聛x,H聝U 耽

p
H

m
耨耳耮耳耴耲耩
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同样

聟pH 耽 −mω2xH 耨耳耮耳耴耳耩

以上两式与经典方程形式上是一样的！区别是现在是算符的方程。

容易解出：

xH耨t耩 耽 c1 聣聯聳ωt耫 c2 聳聩聮ωt 耨耳耮耳耴耴耩

pH耨t耩 耽 −mωc1 聳聩聮ωt耫mωc2 聣聯聳ωt 耨耳耮耳耴耵耩

注意这里c1, c2是不随时间变化的算符。

由xH耨耰耩 耽 xS 耽 x耬 得到c1 耽 x耻 由pH耨耰耩 耽 pS 耬 得c2 耽 pS/mω 耽 −i~ ∂
mω∂x 耮

如果想计算某个时刻的动量或位置期望值，或者测量几率，我们仍然需要知道初始时刻的量子态！

例如，粒子的初态为ψ耨耰耩 耽 1√
2
ψ0耨x耩 耫

1√
2
ψ1耨x耩耮 在聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 聐聩聣聴聵聲聥 下，我们写出ψ耨t耩耮 计算〈x〉耮

ψ耨t耩 耽
耱√
耲
聥−iωt/2ψ0耨x耩 耫

耱√
耲
聥−i3ωt/2ψ1耨x耩 耨耳耮耳耴耶耩

利用耨耳耮耲耴耹耩和耨耳耮耲耵耰耩耬 容易算出

〈x〉耨t耩 耽 耱√
耲α

聣聯聳耨ωt耩 耨耳耮耳耴耷耩

在聈聥聩聳聥聮聢聥聲聧 聐聩聣聴聵聲聥 下，我们写出xH耨t耩耬 然后计算〈x〉耮
利用初始条件c1 耽 xS , c2 耽 pS/mω耬 计算初态下期望值〈xs〉 耽 1√

2α
耬 〈pS〉 耽 耰耬 根据聅聱耮 耨耳耮耳耴耴耩耬 我们得到

〈xH耨t耩〉 耽 耱√
耲α

聣聯聳耨ωt耩 耨耳耮耳耴耸耩

结果都是一样的。

最后再看第耳耮耶节中讨论过的自旋在均匀磁场中的进动问题。根据H 耽 ~ωLσx/耲，我们写成自旋
的聈聥聩聳聥聮聢聥聲聧 运动方程：

dSx
dt

耽
耱

i~
聛Sx, H聝 耽 耰,

dSy
dt

耽
耱

i~
聛Sy, H聝 耽 −ωLSz,

dSz
dt

耽
耱

i~
聛Sz, H聝 耽 ωLSy

耨耳耮耳耴耹耩

其中算符都是在聈聥聩聳聥聮聢聥聲聧 绘景耬 我省略了下标H耮 在计算对易式时耬用到

聛Sy, H聝 耽 U†耨t耩聛Sy耨耰耩, H聝U耨t耩 耽 −U†耨t耩ωLi~Sz耨耰耩U耨t耩 耽 −i~ωLSz 耨耳耮耳耵耰耩

此方程跟我们之前用到的经典方程耨耳耮耱耳耴耩一致！其解为

Sx耨t耩 耽 Sx耨耰耩,

Sy耨t耩 耽 Sy耨耰耩 聣聯聳耨ωLt耩− Sz耨耰耩 聳聩聮耨ωLt耩,

Sz耨t耩 耽 Sz耨耰耩 聣聯聳耨ωLt耩 耫 Sy耨耰耩 聳聩聮耨ωLt耩

耨耳耮耳耵耱耩

根据初始条件|α耨耰耩〉 耽 |耫, z〉耬 利用〈耫, z|Sx耨耰耩|耫, z〉 耽 〈耫, z|Sy耨耰耩|耫, z〉 耽 耰, 容易算出

〈Sx耨t耩〉 耽 耰, 耨耳耮耳耵耲耩

〈Sy耨t耩〉 耽
~
耲
聳聩聮耨ωLt耩, 耨耳耮耳耵耳耩

〈Sz耨t耩〉 耽
~
耲
聣聯聳耨ωLt耩. 耨耳耮耳耵耴耩

与聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 聰聩聣聴聵聲聥下以及经典物理计算一致耮
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3.14 升升升降降降算算算符符符法法法

3.14.1 求求求解解解一一一维维维谐谐谐振振振子子子问问问题题题

之前我们在坐标表象求解了一维谐振子的定态方程（微分方程）

Hψn耨x耩 耽 Enψn耨x耩 耨耳耮耳耵耵耩

现在我们介绍代数方法。

引入

Q 耽 αx 耽

√
mω

~
x,

P 耽
p

~α
耽

p√
m~ω

耨耳耮耳耵耶耩

P与Q满足

聛Q,P 聝 耽 聩, 耨耳耮耳耵耷耩

这里利用了耱/α是特征长度，~α是特征动量。并且

H 耽
~ω
耲
耨P 2 耫Q2耩 耨耳耮耳耵耸耩

定义a ≡ 1√
2
耨Q耫 聩P 耩, a† ≡ 1√

2
耨Q− 聩P 耩耮 注意a 6耽 a†耬 不是厄密的。

容易得到

聛a, a†聝 耽 耱, 耨耳耮耳耵耹耩

以及

a†a 耽
耱

耲
耨P 2 耫Q2 − 耱耩. 耨耳耮耳耶耰耩

于是

H 耽 耨a†a耫
耱

耲
耩~ω. 耨耳耮耳耶耱耩

假设我们不知道H的本征值是耨n耫 1
2 耩~ω耬 也不知道H的本征态是ψn 耽 Nn聥

−α2x2

2 Hn耨αx耩耮 我们来求解

H|n〉 耽 λn|n〉 耨耳耮耳耶耲耩

这里λn和|n〉都是未知的。由于
聛a,H聝 耽 聛a, a†a聝~ω 耽 a~ω, 耨耳耮耳耶耳耩

我们有

Ha|n〉 耽 耨aH − ~ωa耩|n〉 耽 耨λn − ~ω耩a|n〉 耨耳耮耳耶耴耩

即a|n〉也是聈的本征态，属于本征值λn − ~ω耮 同理耬 λn − 耲~ω, λn − 耳~ω, · · · ,都是本征值耬 对应本征态

是a2|n〉, a3|n〉, · · · 耮
由于

〈ψ|H|ψ〉 耽 〈ψ|a†a|ψ〉耫 耱

耲
~ω ≥ 耰 耨耳耮耳耶耵耩

所以本本本征征征值值值一一一定定定有有有个个个最最最小小小值值值λ0, 对对对应应应的的的本本本征征征态态态|耰〉满满满足足足a|耰〉 耽 耰.

H|耰〉 耽 ~ωa†a|耰〉耫 耱

耲
~ω|耰〉 耽 耱

耲
~ω|耰〉. 耨耳耮耳耶耶耩

因此λ0 耽 1
2~ω耮 所有的能级也确定了：λn 耽 耨n耫 1

2 耩~ω耮 其中n 耽 耰, 耱, 耲, · · · .
会不会存在另外一个本征值λ′n耬 对应本征态|n′〉耮 由此出发得到一系列本征态a|n′〉, a2|n′〉, · · · , 对应一系

列本征值λ′n, λ
′
n − ~ω, · · · 耿 从而得到另外一套本征谱？答案是否定的。因为如果有，那么这一套本征值
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也有个最小值λ′0耬 对应|耰′〉耬 必须满足a|耰′〉 耽 耰耮 因此可以算出H|耰′〉 耽 1
2~ω|耰

′〉耮 谐振子问题没有简并，所
以|耰〉与|耰′〉是一个态。所以聠两套耧能谱是一样的耮

利用聛a†, H聝 耽 −a†~ω耬 可以推出a†|n〉是聈的本征态，本征值为λn 耫 ~ω.
会不会存在一个最大的nmax耬使得a

†|nmax〉等于零？不会，我们反证之耮假设对于某个|nmax〉耬 a†|nmax〉 耽
耰。由于

H 耽 耨aa† − 耱

耲
耩~ω 耨耳耮耳耶耷耩

所以

H|nmax〉 耽 ~ωaa†|nmax〉 − ~ω|nmax〉 耽 −
耱

耲
~ω|nmax〉 耨耳耮耳耶耸耩

违背了耨耳耮耳耶耵耩耺 任意状态的能量期望值大于等于零耮 因此n 耽 耰, 耱, 耲, · · · , 没有上限。
注意到

a†a|n〉 耽 n|n〉 耨耳耮耳耶耹耩

所以a†a是量子数算符。

a|n〉是能量本征态，且根据聅聱耮耨耳耮耳耶耴耩耬 a|n〉等价于|n− 耱〉耨考虑到一维束缚态没有简并耮耩 但是并不一定是

归一化的本征态。我们设

a|n〉 耽 c耨n耩|n− 耱〉, 耨耳耮耳耷耰耩

那么

〈n|a† 耽 c∗耨n耩〈n− 耱|. 耨耳耮耳耷耱耩

同样，a†|n〉 耽 d耨n耩|n耫 耱〉耬 所以〈n|a 耽 d∗耨n耩〈n耫 耱|耮 计算

〈n|a†a|n〉 耽 |c耨n耩|2 耽 n 耨耳耮耳耷耲耩

〈n|aa†|n〉 耽 |d耨n耩|2 耽 n耫 耱 耨耳耮耳耷耳耩

我们得到

a|n〉 耽
√
n|n− 耱〉 a†|n〉 耽

√
n耫 耱|n耫 耱〉 耨耳耮耳耷耴耩

或者

a†|n− 耱〉 耽
√
n|n〉 耨耳耮耳耷耵耩

因此耬 任意能量本征态|n〉可以认为是由基态生成出来的

|n〉 耽 耱√
n耡
耨a†耩n|耰〉 耨耳耮耳耷耶耩

坐标表象下的波函数非常有用。我们怎么求波函数呢？我们可以利用a|耰〉 耽 耰来确定基态波函数。根

据a的定义，我们知道在坐标表象下

耨
i

~α
耨
−i~聤
聤x

耩 耫 αx耩ψ0耨x耩 耽 耰 耨耳耮耳耷耷耩

即

耨
聤

聤x
耫 α2x耩ψ0耨x耩 耽 耰 耨耳耮耳耷耸耩

得

ψ0耨x耩 耽 N0聥
−α2x2

2 耨耳耮耳耷耹耩

归一化，可以定出N0耮

再利用a†|耰〉 耽 |耱〉耬

ψ1耨x耩 耽
耱√
耲
耨αx− 耱

α

聤

聤x
耩ψ0耨x耩 耽 N1αx聥

−α2x2

2 耨耳耮耳耸耰耩
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普遍地，

ψn耨x耩 耽
耱√
n
a†ψn−1耨x耩 耽

耱√
耲n

耨ξ − 聤

聤ξ
耩ψn−1 耨耳耮耳耸耱耩

这里a†是作用到波函数上的有效算符，其中

ξ 耽 αx 耨耳耮耳耸耲耩

依次类推

ψn耨x耩 耽

√
N0

耲nn耡
耨ξ − 聤

聤ξ
耩n聥−ξ

2/2 ≡ NnHn耨ξ耩聥
−ξ2/2 耨耳耮耳耸耳耩

下降算符a的本征态非常重要，称作相相相干干干态态态耨聣聯聨聥聲聥聮聴 聳聴聡聴聥耩耺

a|α〉 耽 α|α〉. 耨耳耮耳耸耴耩

其中本征值习惯上写为α，由于a不是厄米算符，所以α为一个复数耨注意不是前面的α 耽
√
mω/~耩耮 设

|α〉 耽
∞∑
n=0

Cn耨α耩|n〉 耨耳耮耳耸耵耩

所以

a|α〉 耽
∑
n

Cn耨α耩
√
n|n− 耱〉 耽 α

∑
n

Cn耨α耩|n〉 耨耳耮耳耸耶耩

比较求和中|n− 耱〉项系数，

Cn耨α耩 耽
α√
n
Cn−1耨α耩 耽

αn√
n耡
C0耨α耩 耨耳耮耳耸耷耩

考虑归一化

〈α|α〉 耽 |C0|2
∑
n

|α|2

n耡
耽 耱 耨耳耮耳耸耸耩

其中求和为聥|α|
2

耬 所以

C0 耽 聥−|α|
2/2 耨耳耮耳耸耹耩

|α〉 耽 C0耨α耩
∑
n

αn√
n耡
|n〉 耨耳耮耳耹耰耩

粒子处于|n〉的几率

|Cn|2 耽
|α|2n

n耡
聥−|α|

2

耨耳耮耳耹耱耩

为泊松分布耮 容易算出〈α|a†a|α〉 耽 |α|2耬 a† 耫 a的标准偏差为|α|。
如果零时刻粒子处于|α〉耬 那么t时刻就是

|t〉 耽 C0聥
−iωt/2

∑
n

αn√
n耡
|n〉聥−iωnt 耨耳耮耳耹耲耩

〈x耨t耩〉 耽 x0√
耲
〈耨a耫 a†耩〉 耽

√
耲|α|x0 聣聯聳耨ωt耫 φ耩 耨耳耮耳耹耳耩

耨φ 是初相，由α决定耬 x0 耽
√
~/mω是谐振子特征长度耩耮 标准偏差多大？为什么说相干态最接近经典状态？

对于相干态，测不准关系是？
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矩矩矩阵阵阵表表表示示示

我们来计算能量表象下各算符的矩阵形式

根据聅聱耨耳耮耳耷耴耩耬

an−1,n 耽 〈n− 耱|a|n〉 耽
√
n 耨耳耮耳耹耴耩

a†n+1,n 耽 〈n耫 耱|a†|n〉 耽
√
n耫 耱 耨耳耮耳耹耵耩

即矩阵元为an,m 耽
√
mδn+1,m, a

†
n,m 耽

√
m耫 耱δn−1,m耮 注意，n,m 耽 耰, 耱, 耲, · · · .

利用

Q 耽
耱√
耲
耨a耫 a†耩, P 耽

i√
耲
耨a† − a耩 耨耳耮耳耹耶耩

容易得到

Qn,m 耽
耱√
耲
耨
√
mδn+1,m 耫

√
m耫 耱δn−1,m耩 耨耳耮耳耹耷耩

Pn,m 耽
聩√
耲
耨
√
m耫 耱δn−1,m −

√
mδn+1,m耩 耨耳耮耳耹耸耩

xn,m, pn,m也就得到了。
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3.14.2 角角角动动动量量量

在研究轨道角动量的时候，我们知道L2, Lz对易，其共同本征态为|l,m〉耮

L2|l,m〉 耽 l耨l 耫 耱耩~2|l,m〉耻 Lz|l,m〉 耽 m~|l,m〉 耨耳耮耳耹耹耩

在坐标表象下，就是

L2Ylm 耽 l耨l 耫 耱耩~2Ylm耻 LzYlm 耽 m~Ylm 耨耳耮耴耰耰耩

我们可以用代数方法得到任意角动量J的类似结果，包括自旋角动量，以及轨道角动量和自旋角动量的

矢量和对应的总角动量耮 其关键是任意角动量都满足角动量对易关系！

聛Jx, Jy聝 耽 聩~Jz. 耨耳耮耴耰耱耩

容易推导出

聛Jα, J
2聝 耽 耰, α 耽 x, y, z 耨耳耮耴耰耲耩

那么就可以假设Jz, J
2的共同本征态为|β,m〉耮 这里对β和m不作任何限制，除了知道其为实数外耮

J2|β,m〉 耽 β~2|β,m〉 耨耳耮耴耰耳耩

Jz|β,m〉 耽 m~|β,m〉 耨耳耮耴耰耴耩

在|β,m〉下计算J2得β~2耬 应该大于〈J2
z 〉 耽 m2~2耬 所以β ≥ m2耮 我们定义

J+ 耽 Jx 耫 聩Jy, J− 耽 Jx − 聩Jy 耨耳耮耴耰耵耩

容易知道

聛J+, J
2聝 耽 耰, 聛J−, J

2聝 耽 耰 耨耳耮耴耰耶耩

而且

聛Jz, J+聝 耽 ~J+, 聛Jz, J−聝 耽 −~J− 耨耳耮耴耰耷耩

这类似于聛a,H聝 耽 a~ω, 聛a†, H聝 耽 −a†~ω耮 此外还有

J+J− 耽 J2 − J2
z 耫 ~Jz, J−J+ 耽 J2 − J2

z − ~Jz 耨耳耮耴耰耸耩

这类似于a†a耫 1
2 耽 H/~ω耮 或者aa† − 1

2 耽 H/~ω耮
我们有

J2J+|β,m〉 耽 J+J
2|β,m〉 耽 β~2J+|β,m〉 耨耳耮耴耰耹耩

在考虑聅聱耮耨耳耮耴耰耷耩

JzJ+|β,m〉 耽 J+耨Jz 耫 ~耩|β,m〉 耽 耨m耫 耱耩~J+|β,m〉 耨耳耮耴耱耰耩

这表明J+|β,m〉是J2, Jz的共同本征态，对应本征值为β~2和耨m耫 耱耩~耮 所以

J+|β,m〉 耽 ~aβm|β,m耫 耱〉 耨耳耮耴耱耱耩

aβm是个归一化常数。类似地，

J−|β,m〉 耽 ~bβm|β,m− 耱〉 耨耳耮耴耱耲耩

bβm是常数。重复上面的过程，由于β ≥ m2耬 所以必然存在一个m的上限m耬 和下限m

J+|β,m〉 耽 耰, J−|β,m〉 耽 耰 耨耳耮耴耱耳耩



耸耸 聃聈聁聐联聅聒 耳耮 量子力学原理

利用耨耳耮耴耰耸耩

J−J+|βm〉 耽 耨J2 − J2
z − ~Jz耩|βm〉 耽 耨β −m2 −m耩~2|β,m〉 耨耳耮耴耱耴耩

因此

β 耽 m耨m耫 耱耩 耨耳耮耴耱耵耩

类似地，

β 耽 −m耨−m耫 耱耩 耨耳耮耴耱耶耩

所以m 耽 −m耮 我们记j ≡ m耬 有

β 耽 j耨j 耫 耱耩, 耨耳耮耴耱耷耩

在正负j之间，所有可能的m为

m 耽 −j,−j 耫 耱, · · · , j − 耱, j 耨耳耮耴耱耸耩

但是注意j本本本身身身并并并不不不一一一定定定是是是整整整数数数。而m−m 耽 耲j必须是正整数或零，否则从m出发，无法加到m 耽 −m耮 所

以可能的j为

j 耽 耰,
耱

耲
, 耱,

耳

耲
, · · · 耨耳耮耴耱耹耩

具体j应该取什么值，要看物理问题。比如电子自旋角动量，j 耽 1
2。基本粒子的j都是一个特定的永不改变

的，称为自旋。π介子自旋为零，电子耱/耲耬 光子耱耬 老粒子耳耯耲耬 引力子耲耻 轨道角动量j 耽 耰, 耱, 耲, · · · 耮
我们前面讨论过电子的自旋耮 |耫, Sz〉其实就是| 12 ,

1
2 〉耻 |−, Sz〉其实就是|

1
2 ,−

1
2 〉耮 j 耽 1

2，对应S
2的本征值

为 3
4~ 耽 1

2 耨
1
2 耫 耱耩~耮 m 耽 ± 1

2 耬 对应Sz的本征值为±
1
2~耮

现在我们来确定ajm耬 bjm耮

〈jm|J−J+|jm〉 耽 ~2|ajm|2 耨耳耮耴耲耰耩

利用耨耳耮耴耰耸耩耬

~2|ajm|2 耽 耨j耨j 耫 耱耩−m2 −m耩~2 耨耳耮耴耲耱耩

所以

ajm 耽
√
j耨j 耫 耱耩−m耨m耫 耱耩 耽

√
耨j 耫m耫 耱耩耨j −m耩 耨耳耮耴耲耲耩

类似地

bjm 耽
√
j耨j 耫 耱耩−m2 耫m 耽

√
耨j −m耫 耱耩耨j 耫m耩 耨耳耮耴耲耳耩

即

J+|jm〉 耽 ~
√
耨j 耫m耫 耱耩耨j −m耩|j,m耫 耱〉 耨耳耮耴耲耴耩

J−|jm〉 耽 ~
√

耨j −m耫 耱耩耨j 耫m耩|j,m− 耱〉, 耨耳耮耴耲耵耩

可以看到J+|j, j〉 耽 耰耬 J−|j,−j〉 耽 耰耮
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3.15 Ehrenfest定定定理理理

考虑d维系统耮 xi是x的一个分量耬 pi是动量p的一个分量耮 容易证明

聛xi, F 耨p耩聝 耽 聩~
∂F

∂pi
, 耨耳耮耴耲耶耩

聛pi, G耨x耩聝 耽 −聩~
∂G

∂xi
. 耨耳耮耴耲耷耩

这里算符都是在聓耭聰聩聣下耮

对于自由粒子耬 H 耽 p2/耲m耮 聈耭聐聩聣 下

聤p
(H)
i

聤t
耽

耱

聩~
聛p

(H)
i , H聝 耽 耰 耨耳耮耴耲耸耩

聤x
(H)
i

聤t
耽

耱

聩~
聛x

(H)
i , H聝 耽

p
(S)
i

m
耨耳耮耴耲耹耩

这里用到了耳耮耴耲耶以及聛pi, H聝 耽 耰耮 求解上式得

x
(H)
i 耽 x

(H)
i 耨耰耩 耫

p
(S)
i

m
t 耨耳耮耴耳耰耩

耨以下算符如果带时间变量表示聈耭聰聩聣耮耩

虽然

聛xi耨耰耩, xi耨耰耩聝 耽 耰 耨耳耮耴耳耱耩

但是

聛xi耨t耩, xi耨耰耩聝 耽 聛p
(S)
i , xi耨耰耩聝

t

m
耽 − 聩~t

m
耨耳耮耴耳耲耩

利用测不准关系，

老xi耨t耩老xi耨耰耩 ≥
~t
耲m

耨耳耮耴耳耳耩

物理上表明，波包会扩散，扩散的速度恒定。

如果粒子在势场中运动，H 耽 p2

2m 耫 V 耨x耩耮 类似的，在聈耭聰聩聣下，（以下省略上标聈）

聤p

聤t
耽

耱

聩~
聛p, H聝 耽 −∇V 耨x耩 耨耳耮耴耳耴耩

聤x

聤t
耽

p

m
耨耳耮耴耳耵耩

即

m
聤2x

聤t2
耽

聤p

聤t
耽 −∇V 耨x耩 耨耳耮耴耳耶耩

这与牛顿方程形式上是一样的。但是，是算符方程。计算期望值

m
聤2

聤t2
〈x〉 耽 −〈∇V〉. 耨耳耮耴耳耷耩

说明期望值满足经典牛顿方程，即聅聨聲聥聮聦聥聳聴 定理。以上公式也可有直接利用期望值的时间演化公

式耨耳耮耳耱耸耩得到。

类似的，我们容易得到
聤

聤t
〈L〉 耽 〈M〉 耨耳耮耴耳耸耩

其中

M 耽 r× 耨−∇V耩 耨耳耮耴耳耹耩

以上类似聅聨聲聥聮聦聥聳聴 定理
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3.16 海海海尔尔尔曼曼曼(Hellmann)定定定理理理和和和维维维里里里(Virial)定定定理理理

3.16.1 海海海尔尔尔曼曼曼定定定理理理及及及应应应用用用

考虑一个能量本征态|n〉，满足
H|n〉 耽 En|n〉. 耨耳耮耴耴耰耩

设λ是H中的一个参数耨可以是质量，甚至~耩耮 对其求导

耨
∂H

∂λ
− ∂En

∂λ
耩|n〉耫 耨H − En耩

∂|n〉
∂λ

耽 耰 耨耳耮耴耴耱耩

这里看到对|n〉的偏导，大家不要惊慌耬 可以理解为对分量，或波函数求偏导耮

计算内积

〈n|耨H − En耩
∂|n〉
∂λ

耽 −〈n|耨∂H
∂λ
− ∂En

∂λ
耩|n〉 耽 ∂En

∂λ
− 〈∂H

∂λ
〉n 耨耳耮耴耴耲耩

等式左边的H算符向左作用，得
∂En
∂λ

耽 〈∂H
∂λ
〉n 耨耳耮耴耴耳耩

这就是聈聥聬聬聭聡聮聮定理耮

例一耮 谐振子，对~求偏导，得到定态动能期望值耮

∂H

∂~
耽 − ~

m

聤2

聤x2
耽

耲

~
T 耨耳耮耴耴耴耩

耲

~
〈T 〉n 耽

∂En
∂~

耽 耨n耫
耱

耲
耩ω 耽 En/~ 耨耳耮耴耴耵耩

即动能在能量本征态的期望值是能量的一半。（取~ 耽 m耬 ω也同样可以）。

例二耮 电场中的谐振子

H 耽
p2

耲m
耫

耱

耲
mω2x2 − qεx 耨耳耮耴耴耶耩

令其能级为En耨ε耩耬 很明显En耨耰耩 耽 耨n耫 耱/耲耩~ω耮
计算对易式聛p,H聝 耽 mω2x− qε耬 定态下〈聛p,H聝〉 耽 耰耬 得到〈x〉 耽 qε

mω2 耮

〈∂H
∂ε
〉 耽 ∂En

∂ε
耽 −q〈x〉 耨耳耮耴耴耷耩

对ε积分，我们得到

En 耽 耨n耫
耱

耲
耩~ω − q2ε2

耲mω2
. 耨耳耮耴耴耸耩

物理解释：V 耨x耩 耽 1
2mω

2耨x− x0耩
2 − c耮 效果是平衡点移动，势能下降。

3.16.2 维维维里里里定定定理理理及及及应应应用用用

经典力学表述：
聤

聤t
耨r · p耩 耽 p2

m
− r · ∇V 耨耳耮耴耴耹耩

如果粒子是束缚在有限范围里（比如在封闭轨道上周期运动），r · p是有限的，其时间导数的长时间平均等
于零（否则积分起来发散）。那么

p2

m
耽 r · 耨−∇V 耩. 耨耳耮耴耵耰耩

量子力学表述耺 在聈耭聰聩聣下运动方程耨耳耮耴耴耹耩是一样的。对束缚定态取期望值耬 方程左边一定是零耨一切物理

量在定态下都不随时间变化）

〈 p2

耲m
〉n 耽

耱

耲
〈r · ∇V 〉n 耨耳耮耴耵耱耩
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对于势能函数是齐次的情况，此定理特别有用耮

所谓齐次函数就是满足下式的函数耺

V 耨λx1, λx2, · · · 耩 耽 λmV 耨x1, x2, · · · 耩 耨耳耮耴耵耲耩

对λ求导 ∑
i

xi
∂V

∂耨λxi耩
耽 mλm−1V 耨耳耮耴耵耳耩

上式对任意λ成立，我们取λ 耽 耱耬 ∑
i

xi
∂V

∂xi
耽 mV 耨耳耮耴耵耴耩

或者写为

r · ∇V 耨r耩 耽 mV 耨r耩 耨耳耮耴耵耵耩

所以

〈T 〉n 耽
m

耲
〈V 〉n 耨耳耮耴耵耶耩

例一耮 谐振子耬 势能就是齐次势，m 耽 耲耺 耨λx耩2 耽 λ2x2耮 所以

〈T 〉n 耽 〈V 〉n 耽 En/耲 耨耳耮耴耵耷耩

例二耮 氢原子耬 V 耨r耩 耽 −e2/r耮 齐次，m 耽 −耱耮

〈T 〉n 耽 −耱

耲
〈V 〉 耽 −En 耨耳耮耴耵耸耩
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Chapter 4

中中中心心心力力力场场场

4.1 中中中心心心力力力场场场的的的一一一般般般规规规律律律

考虑粒子在三维空间的中心力场V 耨r耩中运动耬 注意是r的函数，不是r耮 各向同性。受力

F 耽 −∇V 耨r耩 耽 −聤V

聤r
er 耨耴耮耱耩

由于力矩r × F 耽 0耬 所以轨道角动量是守恒的。在量子力学里也该如此。这可以从对易关系聛L2, H聝 耽

聛Lz, H聝 耽 聛Lx, H聝 耽 聛Ly, H聝 耽 耰得到耮

我们在球坐标系里写系统的哈密顿量H耮 由于

∇2 耽 ∇ · ∇ 耽
耱

r

∂2

∂r2
r 耫

耱

r2
耨

耱

聳聩聮 θ

∂

∂θ
聳聩聮 θ

∂

∂θ
耫

耱

聳聩聮2 θ

∂2

∂φ2
耩 耨耴耮耲耩

耨注意后面跟波函数，否则不对耩

L2 耽 −~2耨
耱

聳聩聮 θ

∂

∂θ
聳聩聮 θ

∂

∂θ
耫

耱

聳聩聮2 θ

∂2

∂φ2
耩 耨耴耮耳耩

因此

−~2∇2 耽 −~2

r

∂2

∂r2
r 耫

L2

r2
耨耴耮耴耩

两边除以耲µ耬 耨为避免与量子数m混淆，我们用µ表示粒子质量耩

H 耽 − ~2

耲µ

耱

r

∂2

∂r2
r 耫

L2

耲µr2
耫 V 耨r耩 耽

p2
r

耲µ
耫

L2

耲µr2
耫 V 耨r耩 耨耴耮耵耩

第一项是径向动能，第二项是角动能或离心聠势能耧。其中径向动量pr为

pr 耽 −i~
耱

r

∂

∂r
r 耨耴耮耶耩

耮 容易看到耬 因为pr, V 耨r耩都只是r的函数，而L2, Lz中只包含对角度的微分，所以

聛L2, H聝 耽 耰, 聛L, H聝 耽 耰 耨耴耮耷耩

但是注意到聛Lx, Ly聝 6耽 耰耬 所以我们选H,L2, Lz为力学量完全集耨只需要三个，自由度是耳耩耮 虽然Lx, Ly也

和H,L2对易，但是他们与Lz并不对易。出现这种情况说明能级一般会有简并耮 耨参见耳耮耱耳耮耱耩 他们的共同本征

函数自然可以写成

ψE 耽 R耨r耩Ylm耨θ, φ耩 耨耴耮耸耩

耹耳
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带入能量本征方程

HψE 耽 EψE 耨耴耮耹耩

约去角度部分

−耱

r

∂2

∂r2
耨rR耩 耫

l耨l 耫 耱耩

r2
R耫

耲µV 耨r耩R

~2
耽

耲µE

~2
R 耨耴耮耱耰耩

定义径向波函数χ ≡ rR耨r耩耬

χ′′ 耫 聛
耲µ耨E − V 耩

~
− l耨l 耫 耱耩

r2
聝χ 耽 耰 耨耴耮耱耱耩

定义径向能量

Er 耽 E − l耨l 耫 耱耩~2

耲µr2
, 耨耴耮耱耲耩

就是总能量减去离心势能耨或角动能耩耬 径向方程化为

χ′′ 耫
耲µ耨Er − V 耨r耩耩

~2
χ 耽 耰 耨耴耮耱耳耩

这可以看作是个一维运动粒子的定态方程！不过要注意耺 中心力问题的边界条件特殊：r → 耰 波函数不能发

散。

聆聩聧聵聲聥 耴耮耱耺 中心力问题一般能级示意图耮

一般而言，V 耨r耩 ∝ 1
rx，耲 > x > 耰耮 耨如果x > 耲，参考朗道、栗弗希兹著《量子力学》耩耮 在r → 耰时，径

向方程中可以只保留离心势能。耨E是定值，势能发散速度慢耩耮

χ′′ − 聛
l耨l 耫 耱耩

r2
聝χ 耽 耰 耨耴耮耱耴耩

设χ耨r耩 ∝ rs+1耬 代入聅聱耮耨耴耮耱耴耩

耨s耫 耱耩s− l耨l 耫 耱耩 耽 耰 耨耴耮耱耵耩

解为s 耽 l耬 或者耬s 耽 −耨l 耫 耱耩耬 但是后者导致波函数发散。

在r →∞时，径向方程可以写为耨离心能和势能都可以忽略耩

χ′′ 耫
耲µE

~2
χ 耽 耰 耨耴耮耱耶耩

定义β2 耽 −耲µE/~2耬（束缚态E < V 耨∞耩 耽 耰耩 解为

χ ∝ eβr耻 耨耴耮耱耷耩
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或

χ ∝ e−βr 耨耴耮耱耸耩

略去前者（发散）。

那么一般情况下的解可以写为

χ耨r耩 耽 rl+1聥−βru耨r耩 耨耴耮耱耹耩

u耨r耩是待定函数，需要将上述解带入径向方程聅聱耮耨耴耮耱耱耩确定。

原则上，根据束缚态边界条件，可以知道解由某个量子数nr确定，注意到径向方程聅聱耮耨耴耮耱耱耩本身携带

角动量量子数l耬 所以实际是由两个量子数确定耬 即解可以写为χnr,l耮 给定角动量l耬 能量Enr,l由径向量子

数nr 耽 耰, 耱, . . . ,确定耮 nr越大，能量越高。对于确定nr耬 角动量l越大耬 能量越高。大致而言，nr 耫 l 决定了能

量的高低。参见图耴耮耱耮

按原子光谱习惯耬 l 耽 耰, 耱, 耲, 耳,对应s, p, d, f,轨道。

每个能级的简并度至少为耲l 耫 耱耬 因为有这么多个不同的m耺 角动量z分量。

但是，后面我们会看到，某些情况下会出现新的简并，比如氢原子耺 nr 耫 l 耽 n的能级也是简并的，能级

可以记为En耮
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4.2 氢氢氢原原原子子子与与与类类类氢氢氢原原原子子子

这是第一个严格求解的量子力学问题。电子的势能为耨高斯单位制）

V 耨r耩 耽 −e
2

r
耨耴耮耲耰耩

我们进一步考虑以~度量角动量，e度量电量，me度量质量，那么长度的单位就是a 耽 ~2

mee2
耬 即玻尔半径。能

量的单位就是
e2

a
耽
mee

4

~2
耨大约耲耷耮耲聥聶耩. 耨耴耮耲耱耩

径向方程

χ′′ 耫 耨耲E 耫
耲

r
− l耨l 耫 耱耩

r2
耩χ 耽 耰 耨耴耮耲耲耩

带入一般解，

ru′′ 耫 耨耲耨l 耫 耱耩− 耲βr耩u′ − 耲耨耨l 耫 耱耩β − 耱耩u 耽 耰 耨耴耮耲耳耩

β物理上是波矢，定义无量纲量ξ 耽 耲βr耬 有

ξ
聤2u

聤ξ2
耫 耨γ − ξ耩聤u

聤ξ
− αu 耽 耰 耨耴耮耲耴耩

其中γ 耽 耲耨l 耫 耱耩耬 α 耽 l 耫 耱− 耱/β耮 以上方程是著名的合流超几何方程。

它的解是无穷级数

F 耨α, γ, ξ耩 耽 耱 耫
α

γ
ξ 耫

α耨α耫 耱耩

γ耨γ 耫 耱耩

ξ2

耲耡
耫 · · · 耨耴耮耲耵耩

当ξ →∞耬 该级数按聥聸聰耨ξ耩发散。导致χ发散。因此，必须中止为多项式。

寄希望于α 耽 耰,−耱,−耲, · · · 耽 −nr耮 这样

l 耫 耱− 耱

β
耽 −nr 耨耴耮耲耶耩

耨注意分子耱是有量纲的耩 记n ≡ nr 耫 l 耫 耱 耽 耱, 耲, 耳, · · · , 称为主量子数。

β 耽
耱

n
耨耴耮耲耷耩

由于β2 耽 −耲E耬 所以

E 耽 − 耱

耲n2
耨耴耮耲耸耩

注意单位是能量单位e2/a耮 这就是氢原子的能级公式了。

氢原子的波函数可以写为

ψnlm 耽 RnlYlm 耨耴耮耲耹耩

其中

Rnl 耽 χnrl/r 耽 Nnlξ
l聥−ξ/2F 耨−nr, 耲l 耫 耲, ξ耩 耨耴耮耳耰耩

其中

ξ 耽 耲βr 耽
耲r

na
耨耴耮耳耱耩

Nnl是归一化常数，使得波函数满足正交归一性

耨ψn′l′m′ , ψnlm耩 耽

∫
r2聤r聤耊ψ∗n′l′m′ψnlm 耽 δn,n′δll′δmm′ 耽 〈n′l′m′|nlm〉 耨耴耮耳耲耩

注意空间积分在球坐标下是 ∫
r2聤r聤耊 耨耴耮耳耳耩
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基态波函数为

ψ100 耽 R10Y00

耽 N10e
− ra

耱√
耴π

耽 耨
耱

πa3
耩

1
2 e−

r
a

如果不看e−r/a耬 波函数相当于在半径为a耨耳/耴耩1/3的球内均匀分布耮

讨论：

耱 简并度

能量完全由n定。l 耽 耰, 耱, · · · , n− 耱耬 共n个可能。每个l有耲l 耫 耱个m。所以自由度

fn 耽

n−1∑
l=0

耨耲l 耫 耱耩 耽 n2 耨耴耮耳耴耩

比一般中心力问题高。

耲 径向几率分布耺 在r − r 耫 dr球壳层里找到电子的几率

r2聤r

∫
|ψnlm|2聤耊 耽 χ2

nl聤r 耨耴耮耳耵耩

聆聩聧聵聲聥 耴耮耲耺 径向密度耨取自钱伯初《量子力学》耩

耳 几率密度随角度的变化

|Ylm|2聤耊
∫

聤rR2
nlr

2 耽 Pml 耨聣聯聳 θ耩2聤耊 耨耴耮耳耶耩

例：Y00 耽 1
4π 耬 因此是不随角度变化的。

Y10 耽
√

3
4π 聣聯聳 θ耬 因此随聣聯聳2 θ分布。Y1,±1 耽 ∓

√
3

8π 聳聩聮 θe±iφ耮 因此角度分布是正比于聳聩聮2 θ的耮

耴 等密度面，参考图耴耮耳

耵 密度图，每个图都是绕聺轴耨竖直方向耩 旋转对称。参见图耴耮耴
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聆聩聧聵聲聥 耴耮耳耺 等密度|ψ|2面。（聇聲聩耎聴聨聳耬 量子力学导论耩

聆聩聧聵聲聥 耴耮耴耺 密度|ψ|2分布。（聇聲聩耎聴聨聳耬 量子力学导论耩

耴 类氢原子

一个电子绕有Z个质子的原子核运动耬 如耺 He+, Li++耬 其势能可以写成：

V 耨r耩 耽 −Ze
2

r
耨耴耮耳耷耩

径向波函数同样可以写成

χ 耽 rl+1e−βru, 耨耴耮耳耸耩

其中

β 耽

√
−耲uE
~2

. 耨耴耮耳耹耩

同样引入

ξ 耽 耲βr, 耨耴耮耴耰耩

得到

ξ
聤2u

dξ2
耫 耨耲耨l 耫 耱耩− ξ耩聤u

聤ξ
− 耨l 耫 耱− Z

β
耩u 耽 耰 耨耴耮耴耱耩

与氢原子唯一的区别： 1
β →

Z
β 耮 所以

Z
β 耽 nr 耫 l 耫 耱 耽 n

En 耽 − Z2

耲n2
耨
e2

a
耩 耽 −Z

2µe4

耲n2~2
耨耴耮耴耲耩
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其中a 耽 ~2

µe2 耮

注意β 耽 Z/n耬 单位是耱/a耬 因此ξ 耽 耲βr 耽 2Zr
na 耬 这表明Z越大，原子越聜紧凑耢耺

χ 耽 Nnlξ
l+1e−

ξ
2F 耨−nr, 耲l 耫 耲, ξ耩 耨耴耮耴耳耩

我们来看基态耺

ψ100 耽 R10Y00

耽 N10e
−Zra

耱√
耴π

耽 耨
Z3

πa3
耩

1
2 e−

Zr
a

N10是归一化因子。此波函数比氢原子聜小耢：特征长度 a
Z 耮
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耵 轨道磁矩

奥斯特最早注意到聜电生磁耢，之后安培的分子环流理论基于下面事实：周期运动的电荷相当于一个环

形电流回路，其电流强度为I 耽 q/τ, τ是周期。耨高斯单位制下耩 磁矩

~µ 耽
I ~A

c
, 耨耴耮耴耴耩

c是光速耬 ~A是轨道包围的面积矢量，它可以表示成粒子的角动量的函数耺

~A 耽
~r × ~p
耲me

τ 耽
~Lτ

耲me
, 耨耴耮耴耵耩

其中利用了~v 耽 ~p/me耬 周长等于vτ 耽 耲πr耮 me是粒子质量耮 电流强度I 耽 q/τ 耮 所以

~µ 耽
q~L

耲mec
耨耴耮耴耶耩

即磁矩矢量与角动量矢量的关系。这一关系应该在量子力学中仍然成立。

在量子力学中，对于一个定态ψnlm耬 直接有

〈~µ〉 耽 q

耲mec
〈~L〉, 耨耴耮耴耷耩

只有µz可能不为零耺

〈µz〉 耽 m
q~

耲mec
耽 mµB . 耨耴耮耴耸耩

其中 q~
2mec

≡ µB即玻尔磁子耮

我们还可以通过计算定态ψnlm下的电流，导出上面的公式耮

引入电流密度 ~Je 耽 q ~J, ~J是几率流密度：单位时间通过单位面积的几率

~Je 耽
q

耲me
耨ψ∗p̂ψ − ψp̂ψ∗耩 耨耴耮耴耹耩

在球坐标系处理较方便，

∇ 耽
∂

∂r
~er 耫

耱

r

∂

∂θ
~eθ 耫

耱

r 聳聩聮 θ

∂

∂ϕ
~eϕ. 耨耴耮耵耰耩

因此可以得到沿~er和~eθ方向的电流密度

jer 耽 − i~q
耲me

耨ψ∗nlm
∂

∂r
ψnlm − ψnlm

∂

∂r
ψ∗nlm耩 耨耴耮耵耱耩

jeθ 耽 − i~q
耲mer

耨ψ∗nlm
∂

∂θ
ψnlm − ψnlm

∂

∂θ
ψ∗nlm耩 耨耴耮耵耲耩

由于ψnlm 耽 Rnl耨r耩P
m
l 耨聣聯聳 θ耩eimϕ 中Rnl, P

m
l 都是实的，以上j

e
r 耽 jeθ 耽 耰耮 然而

jeϕ 耽 − i~q
耲me

耱

r 聳聩聮 θ
耨ψ∗nlm

∂

∂ϕ
ψnlm − ψnlm

∂

∂ϕ
ψ∗nlm耩

耽 − i~q
耲me

耱

r 聳聩聮 θ
R2
nlP

m
l

2耨im耫 im耩

耽
q~m

mer 聳聩聮 θ
|ψnlm|2

即在空间~r 耽 耨r, θ, ϕ耩附近的电流密度只有~eϕ方向分量，可以不为零，其大小与ϕ角无关，由r, θ决定耮

考虑一个半径为r，截面积为dσ的圆环，dσ 耽 rdθdr耮 此圆环内的电流强度为dI 耽 jeϕdσ耬 处处一致耨因

为与ϕ无关。产生的磁矩为

聤µz 耽
耱

c
聤Iπ耨r 聳聩聮 θ耩2 耨耴耮耵耳耩



耴耮耲耮 氢原子与类氢原子 耱耰耱

µz 耽

∫
聤µz, 耨耴耮耵耴耩

是对空间中所有圆环积分耬 即dσ 排满半个平面

µz 耽
耱

c

∫
q~m

mer 聳聩聮 θ
|ψnlm|2πr2 聳聩聮2 θdσ

耽
q~m
耲mec

∫
|ψnlm|2耲πr 聳聩聮 θdσ

耽 m
q~

耲mec
耽 mµB

这样我们得到了聅聱耮耨耴耮耴耸耩耮

m是磁量子数耬 µzLz 耽 q
2mec
是磁旋比g因子耮
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4.3 球球球形形形势势势阱阱阱

我们现在研究一个特殊的中心势，即球形无限深势阱：

V 耨r耩 耽 {
耰, r < a耻

∞, r ≥ a
耨耴耮耵耵耩

a为球形空腔的半径耮 粒子在其中自由运动，但不能穿透势阱耮 因此ψ耨r, θ, φ耩 耽 耰耬 当r ≥ a耮 能量本征函数仍

然可以写为ψ耨r, θ, φ耩 耽 R耨r耩Ylm耮

在阱内r < a耬 粒子满足的径向方程为

−~2聤2χ

耲µ聤r2
耫
l耨l 耫 耱耩~2

耲µr2
χ 耽 Eχ 耨耴耮耵耶耩

其中χ ≡ rR耨r耩耮
如果l 耽 耰耬 即s波情况耬 方程简化为

χ′′0 耫 βχ0 耽 耰, 耨耴耮耵耷耩

其中β 耽
√

2µE
~ 耬 注意本问题虽然讨论束缚态，但总能量E > 耰耬 因为阱外势能无穷大耬 阱内势能为零耮

此方程的解为

χ0 耽 A 聳聩聮耨βr耩 耫B 聣聯聳耨βr耩. 耨耴耮耵耸耩

考虑边界条件耮 r → 耰时耬 应该满足χ0耨耰耩 耽 耰耮 因此我们舍弃第二项耮

再考虑r 耽 a时波函数为零耬 因此βa 耽 耨nr 耫 耱耩π, nr 耽 耰, 耱, 耲, · · · 耮 即粒子能级为

Enr,0 耽
π2~2耨nr 耫 耱耩2

耲µa2
. 耨耴耮耵耹耩

下面考虑l 6耽 耰的情形耮 将径向方程可以写为

rR′′ 耫 耲R′ 耫 耨β2 − l耨l 耫 耱耩

r2
耩rR 耽 耰 耨耴耮耶耰耩

即

R′′l 耫
耲

r
R′l 耫 耨β2 − l耨l 耫 耱耩

r2
耩Rl 耽 耰 耨耴耮耶耱耩

这里我们将R写为Rl耬 因为此解依赖于角动量量子数l耮

引入ρ 耽 βr耬 方程改写为
聤2Rl
聤ρ2

耫
耲

ρ

聤Rl
聤ρ

耫 耨耱− l耨l 耫 耱耩

ρ2
耩Rl 耽 耰 耨耴耮耶耲耩

此为球聂聥聳聳聳聥聬方程耮 其解为聂聥聳聳聥聬函数jl耨ρ耩和诺伊曼函数nl耨ρ耩耮

在ρ→ 耰的极限下耬

jl耨ρ耩→
ρl

耨耲l 耫 耱耩耡耡
耨耴耮耶耳耩

nl耨ρ耩→ −耨耲l − 耱耩耡耡ρ−l−1. 耨耴耮耶耴耩

而物理边界条件是r → 耰时，χ ∝ rl+1耬 即Rl ∝ rl耬 所以Rl ∝ jl耨βr耩，舍去nl耨βr耩耮
在r 耽 a处波函数等于零，因此

jl耨βa耩 耽 耰. 耨耴耮耶耵耩

而jl耨x耩 耽 耰的聠根耧是xnr,l耬 可以查到耬 其中nr 耽 耰, 耱, 耲, · · ·是根的序号耮 此方程非常类似聳聩聮耨x耩 耽 耰耬 xnr,l 类似

于nπ耮 特别是j0耨x耩 耽 聳聩聮耨x耩/x耬 对应前面讨论过的l 耽 耰的情况耮

这些根给出β值，也就给出能量本征值

Enr,l 耽
~2

耲µa2
x2
nr,l 耨耴耮耶耶耩
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聆聩聧聵聲聥 耴耮耵耺 聂聥聳聳聥聬函数的根耮
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Chapter 5

定定定态态态问问问题题题近近近似似似求求求解解解

5.1 非非非简简简并并并微微微扰扰扰论论论

5.1.1 一一一般般般公公公式式式

量子力学基本问题是求解能量本征方程：

H|ψ〉 耽 E|ψ〉 耨耵耮耱耩

给出能级耬 能量本征态。然而严格求解往往有困难耮 这就需要运用微扰方法耮

将待求解H分为两部分：H 耽 H0 耫H ′耬 其中H ′对能量贡献较小，H0的本征方程可严格解出

H0|k(0)〉 耽 E
(0)
k |k

(0)〉 耨耵耮耲耩

k 为能级编号耬 可以是一组量子数，比如耨n, l,m耩→ k耮

本节研究非简并的能级E
(0)
n 耬 有唯一本征态|n(0)〉耮 比如氢原子基态耺 n→ 耨耱, 耰, 耰耩耮

考虑H的第n个能级与H0的第n个能级差距不大，我们有

耨H0 耫H ′耩|n〉 耽 En|n〉 耨耵耮耳耩

其中En ≈ E(0)
n 耬 |n〉与|n(0)〉相近耮

任意态都可以展开成H0本征态的叠加，所以我们假设：

|n〉 耽 |n(0)〉耫
∑
k 6=n

Ck|k(0)〉, 耨耵耮耴耩

其中|Ck| � 耱是微扰的效果耬 严格地说此波函数没有归一化，但这不影响它是本征态。

将耨耵耮耴耩代入耨耵耮耳耩

耨E(0)
n 耫H ′耩|n(0)〉耫

∑
k 6=n

Ck耨E
(0)
k 耫H ′耩|k(0)〉 耽 En|n(0)〉耫 En

∑
k 6=n

Ck|k(0)〉 耨耵耮耵耩

计算内积〈n(0)|耨耵.耵耩〉

E(0)
n 耫H ′nn 耫

∑
k 6=n

CkH
′
nk 耽 En 耨耵耮耶耩

其中H ′nn 耽 〈n(0)|H ′|n(0)〉是H0表象中H
′的n行n列矩阵元，也是H ′在|n(0)〉态的期望值，它与Ck, H ′nk都

为聜小耢量耮

将En写为E
(0)
n 耫 E

(1)
n 耫 E

(2)
n 耫 · · · 耮 那么一级修正

E(1)
n 耽 H ′nn, 耨耵耮耷耩

耱耰耵
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而
∑
k 6=n CkH

′
nk贡献更高阶的修正耮 为得到高阶修正，或者得到波函数的一阶修正，我们需要计算Ck耮

为此我们计算内积〈m(0)|耨耵.耵耩〉耬 其中m 6耽 n耬 得到

H ′mn 耫 CmE
(0)
m 耫

∑
k 6=n

CkH
′
mk 耽 EnCm 耨耵耮耸耩

上式保留一级小量耬 得到

H ′mn 耫 CmE
(0)
m 耽 E(0)

n Cm 耨耵耮耹耩

我们得到

Cm 耽
H ′mn

E
(0)
n − E(0)

m

耨耵耮耱耰耩

将这样得到的Cm记为C
(1)
m 耮 再代入耨耵耮耶耩耬 我们得到能级的二级修正耺

E(2)
n 耽

∑
k 6=n

C
(1)
k H ′nk 耽

∑
k 6=n

H ′knH
′
nk

E
(0)
n − E(0)

m

耽
∑
k 6=n

|H ′nk|2

E
(0)
n − E(0)

k

耨耵耮耱耱耩

例：原子的一个价电子的等效势可以写为

V 耨r耩 耽 −Ze
2

r
− λae

2

r2
, 耰 ≤ λ� 耱 耨耵耮耱耲耩

求基态能级耮

解耺

H0 耽
p2

耲µ
− Ze2

r
, H ′ 耽 −λae

2

r2
耨耵耮耱耳耩

H0为类氢原子哈密顿量，所以E
(0)
k 耽 −Z

2e2

2n2a，基态E
(0)
1 耽 −Z

2e2

2a 耬

ψ
(0)
1 耽 ψ100 耽

√
Z3

πa3
e−

Zr
a . 耨耵耮耱耴耩

基态非简并。

能级的一级修正是

E
(1)
1 耽 H ′11 耽 −λae

2Z3

πa3

∫
e−

Zr
a 耨

耱

r2
耩e−

Zr
a r2drd耊

耽 −λae
2Z3

πa3
× 耴π

∫ ∞
0

聥−
2Zr
a dr

耽 −耲λZ2e2

a

因此基态能量为E1 耽 E
(0)
1 耫 E

(1)
1 耽 −Z

2e2

2a 耨耱 耫 耴λ耩

这里对H ′11的计算耬 可以通过下式得到耮

〈 耱
r2
〉nlm 耽

Z2

a2n3耨l 耫 1
2 耩
. 耨耵耮耱耵耩

这个公式可以利用聈聥聬聬聭聡聮聮定理证明耮

证明耺 根据类氢原子的哈密顿量

H 耽
P 2
r

耲µ
耫
l耨l 耫 耱耩~2

耲µr2
− e2

r
耨耵耮耱耶耩

写出径向本征方程

− ~2

耲µ
χ′′ 耫 V χ耫

l耨l 耫 耱耩~2

耲µr2
χ 耽 Enlχ 耨耵耮耱耷耩
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我们可以理解为一个一维问题，其哈密顿为H 耽 p2/耲m耫 V 耫 l耨l 耫 耱耩~2/耲µr2耮 聈聥聬聬聭聡聮 定理告诉我们

〈∂H
∂l
〉nlm 耽 〈耨l 耫 耱

耲
耩
~2

µr2
〉nlm 耽

∂Enl
∂l

耨耵耮耱耸耩

能级虽然由量子数n决定，但是由于n 耽 nr 耫 l 耫 耱耬 所以∂Enl
∂l 耽 ∂Enl

∂n 耬 因此

耨l 耫
耱

耲
耩
~2

µ
〈 耱
r2
〉nlm 耽

Z2e2

an3
耨耵耮耱耹耩

也就是

〈 耱
r2
〉nlm 耽

Z2e2µ

an3耨l 耫 1
2 耩~2

耽
Z2

a2n3耨l 耫 1
2 耩

耨耵耮耲耰耩

此问题实际是可严格求解的。我们写出径向运动方程耺

χ′′ 耫
耲µ

~2
耨E 耫

e2

r
耫
λae2

r2
− l耨l 耫 耱耩~2

耲µr2
耩χ 耽 耰, 耨耵耮耲耱耩

注意ae2 耽 ~2

µe2 × e
2 耽 2~2

2µ，微扰势能是与角动量离心能类似的耺

χ′′ 耫
耲µ

~2
耨E 耫

e2

r
− 耨l耨l 耫 耱耩− 耲λ耩~2

耲µr2
耩χ 耽 耰, 耨耵耮耲耲耩

令l耨l 耫 耱耩− 耲λ 耽 l′耨l′ 耫 耱耩耬 则耨耵耮耲耲耩改写成

χ′′ 耫
耲µ

~2
耨E 耫

e2

r
− l′耨l′ 耫 耱耩~2

耲µr2
耩χ 耽 耰, 耨耵耮耲耳耩

同样化为合流超几何方程耮 定义主量子数n′ 耽 l′ 耫 nr 耫 耱耨非整数耩耬

En′ 耽 −
e2

耲a

耱

n′2
耨耵耮耲耴耩

用l和λ解出l′耺

l′ 耽
耱

耲
聛−耱 耫

√
耱 耫 耴耨l2 耫 l − 耲λ耩聝 耨耵耮耲耵耩

注注注意意意，，，取取取“+”根根根是是是由由由于于于λ 耽 耰时时时l′ 耽 l.

当l 耽 耰, nr 耽 耰耨基态耩耬 泰勒展开到一阶l′ ≈ −耲λ耬 所以n′ ≈ 耱− 耲λ耬

E0 ≈ −
e2

耲a

耱

耨耱− 耲λ耩2
≈ −e

2

耲a
耨耱 耫 耴λ耩 耨一级耩 耨耵耮耲耶耩

例：一维谐振子ω耬 受微扰H ′ 耽 1
2λmω

2x2耮

严格解：En 耽 耨n耫 1
2 耩~ω

√
耱 耫 λ

现利用微扰论计算

H0 耽
耱

耲
mω2x2 耫

p2

耲m
,E(0)

n 耽 耨n耫
耱

耲
耩~ω, 耨耵耮耲耷耩

ψ(0)
n 耽 NnHn耨αx耩e

−α2x2

2 , α 耽

√
mω

~
耨耵耮耲耸耩

每个能级都是非简并的，可以计算修正

E(1)
n 耽 〈n(0)|H ′|n(0)〉 耽 λ〈n(0)|耱

耲
mω2x2|n(0)〉 耨耵耮耲耹耩

利用维里定理：E
(1)
n 耽

λE(0)
n

2 耬 也可直接计算耮
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利用x2|n(0)〉与|n− 耲(0)〉, |n(0)〉, |n耫 耱(0)〉的关系

E(2)
n 耽

∑
k 6=n

|H ′nk|2

E
(0)
n − E(0)

k

耽 耨
耱

耲
mω2λ耩2

∑
k 6=n

|〈n(0)|x2|k(0)|2

耨n− k耩~ω
耨耵耮耳耰耩

〈n(0)|x2|k(0)〉 耽
∑
l

〈n(0)|x|l(0)〉〈l(0)|x|k(0)〉 耨耵耮耳耱耩

又因为

x|k(0)〉 耽 耱

α
聛

√
k

耲
|k − 耱(0)〉耫

√
k 耫 耱

耲
|k 耫 耱(0)〉聝 耨耵耮耳耲耩

所以n 耽 k ± 耲,上式不为耰，（注意n 6耽 k）

E(2)
n 耽

耨λmω2耩2

耴

耱

α4
聛
n耨n− 耱耩

耲× 耲
− 耨n耫 耱耩耨n耫 耲耩

耲× 耲
聝/耲~ω

E(2)
n 耽

−耱
耸
λ2E(0)

n

对比严格解：
√
耱 耫 λ 耽 耱 耫 λ

2 −
1
8λ

2 耫 · · · 泰勒展开
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5.2 简简简并并并态态态微微微扰扰扰论论论

H0描述的系统加入微扰H
′后能级会变化耮 上节讨论了H0的某个非简并能级在H

′作用下的变化，本节讨论简

并的能级的情况耺

H0|nν〉(0) 耽 E
(0)
0 |nν〉(0), ν 耽 耱, 耲, · · · , f. 耨耵耮耳耳耩

f为能级简并度耮 比如氢原子的n 耽 耲能级耬

ψ200, ψ210, ψ211, ψ21−1,

ν 耽 耱, ν 耽 耲, ν 耽 耳, ν 耽 耴
f 耽 耴

H ′是另外的能量，比如外加电场中电子获得的势能耮 我们需要求解

耨H0 耫H ′耩|n〉 耽 En|n〉. 耨耵耮耳耴耩

假设

|n〉 耽 C1|n耱〉(0) 耫 C2|n耲〉(0) 耫 · · ·耫 Cf |nf〉(0) 耫
∑
k 6=nν

C
(1)
k |k〉

(0) 耨耵耮耳耵耩

其中
∑
ν
Cν |nν〉(0)起到非简并情况下|n(0)〉的作用，是零级波函数，|Cν |并不要求是小量。但是C(1)

k 是小量。

上式于是也可以写成

|n〉 耽 |n(0)〉耫
∑
k 6=nν

C
(1)
k |k〉

(0) 耨耵耮耳耶耩

代入耨耵耮耳耴耩耬 只考虑一阶小量：

E(0)
n

f∑
ν=1

Cν |nν〉(0) 耫
∑
k

E
(0)
k C

(1)
k |k〉

(0) 耫H ′
f∑
ν=1

Cν |nν〉(0)

耽 En耨

f∑
ν=1

Cν |nν〉(0) 耫
∑
k 6=n

C
(1)
k |k〉

(0)耩

耨耵耮耳耷耩

将En写成各级近似之和耺En 耽 E
(0)
n 耫 E

(1)
n 耫 E

(2)
n 耫 · · · 耮 我们发现耬 在n能级各简并态张开的子空间中有

H ′
∑
ν

Cν |nν〉(0) 耽 E(1)
n

∑
ν

Cν |nν〉(0). 耨耵耮耳耸耩

计算与(0)〈nν′|的内积耺 ∑
ν

H ′ν′νCν 耽 E(1)
n Cν′ 耨耵耮耳耹耩

其中H ′ν′ν 耽(0) 〈nν′|H ′|nν〉(0) 是H ′耨在H0表象耩的矩阵元耮 我们不写n是因为这些矩阵元都在能级聮的聜子空

间耢里耬 这个子空间是f个简并基矢聜张开的耢耮

上式可以写成明显的矩阵形式耺
H ′11 H ′12 · · · H ′1f
H ′21 H ′22 · · · H ′2f
耮耮耮

耮 耮 耮

H ′f1 H ′f2 · · · H ′ff




C1

C2

耮耮耮

Cf

 耽 E(1)
n


C1

C2

耮耮耮

Cf

 耨耵耮耴耰耩

是H ′的本征方程耮

一般情况，E
(1)
n 有f个解，每个解对应一个矢量


C1

耮耮耮

Cf

耮 这f个解如果不相同，就是简并解除了！
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我们记E
(1)
n 的f个解为E

(1)
n 耨µ耩, µ 耽 耱, . . . , f. 对应的矢量Cν记为C

(0)
ν 耨µ耩耬 零级波函数写为

|n(0)〉µ 耽
∑
ν

C(0)
ν 耨µ耩|nν〉(0) 耨耵耮耴耱耩

此波函数相当于非简并情况的|n(0)〉。
用类似的方法我们得到聅聱耮耨耵耮耴耲耩

C(1)
m 耨µ耩 耽

H ′mn

E
(0)
n − E(0)

m

耨耵耮耴耲耩

只不过其中

H ′mn 耽 〈m(0)|H ′|n(0)〉µ 耨耵耮耴耳耩

最初假设的波函数聅聱耮耨耵耮耳耵耩 就是

|n〉µ 耽 |n(0)〉µ 耫
∑
k 6=nν

C
(1)
k 耨µ耩|k〉(0) 耨耵耮耴耴耩

这是对|n(0)〉µ的一级修正耮

我们可以进而得到

E(2)
n 耨µ耩 耽

∑
k 6=n

|H ′nk|2

E
(0)
n − E(0)

k

耨耵耮耴耵耩

这里

|H ′nk|2 耽 |〈k(0)|H ′|n(0)〉µ|2 耽
∑
ν′

∑
ν

Cν耨µ耩C
∗
ν′耨µ耩〈(0)nν′|H ′|k(0)〉〈k(0)|H|nν(0)〉. 耨耵耮耴耶耩

我们看到公式与非简并能级的情况一样，只是零级波函数要用聅聱耮耨耵耮耴耱耩耮

如果聛H ′, H0聝 耽 耰耬 两者可以有共同本征态，耨耵耮耴耰耩中H ′就可能是对角的耮 那么E
(1)
n 耨µ耩 耽 H ′µµ耬 对应本征态

中C
(0)
µ 耨µ耩 耽 耱, C

(0)
ν 6=µ耨µ耩 耽 耰→



耰

耰
耮耮耮

耱
耮耮耮

耰


µ

耮

例：氢原子的Stark效应

氢原子的第一激发态四重简并：ψ200, ψ210, ψ211, ψ21−1耮 加上电场，这一能级会分裂（解除简并耩耮 哈密顿

量可以写成两部分之和

H0 耽
P 2
r

耲µ
耫

L2

耲µr2
耫 耨−e

2

r
耩 耨耵耮耴耷耩

H ′ 耽 e~E · r 耽 eEr 聣聯聳 θ 耽 eEz 耨耵耮耴耸耩

取电场方向为z耬 z 耽 耰为零势面耮

在通常的实验条件下E < 耱耰5v/cm耬 H ′中的z按波尔半径计算耬 可以得到微扰能量≈ 耱耰−2ev � 耱耳.耶ev耮 可

以看作微扰。

对基态ψ100, 〈H ′〉 耽 耰耬 这是因为r 聣聯聳 θ 耽 z 是奇宇称物理量，基态波函数是偶宇称的耬 所以〈z〉 耽 耰耬 能级

在一级近似下不移动耮

而对于n 耽 耲的能级，它是简并的耺 ψ200, ψ210, ψ211, ψ21−1. 需要用简并态微扰法处理耮 四个态具体的波函

数为

ψ200 耽 R20Y00, ψ210 耽 R21Y10, ψ211 耽 R21Y11, ψ21−1 耽 R21Y1−1 耨耵耮耴耹耩
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我们将四个态分别记为ψ
(0)
21 , ψ

(0)
22 , ψ

(0)
23 , ψ

(0)
24 耬 来计算H ′的矩阵元Hνν′ , 耨ν, ν′ 耽 耱, 耲, 耳, 耴.耩

利用公式

聣聯聳 θYlm 耽 almYl+1,m 耫 al−1,mYl−1,m, 耨耵耮耵耰耩

其中

alm 耽

√
耨l 耫 耱耩2 −m2

耨耲l 耫 耱耩耨耲l 耫 耳耩
, 耨耵耮耵耱耩

我们知道所有对角矩阵元都为零耬 并且非对角矩阵元中也只有H ′12 耽 耨H ′21耩
∗ 6耽 耰耺

H ′12 耽

∫
R20Y00耨eErcosθ耩R21Y10r

2drd耊

耽
eE√
耳

∫ ∞
0

R20R21r
3dr

耽 −耳eEa 耽 H ′21

因为其它非对角矩阵元的m不同，导致内积为零。

H ′的其它矩阵元为零还可以这样证明耺

∵ 聛z, Lz聝 耽 耰

∴ 耨Yl′m′ , zLzYlm耩 耽 耨Yl′m′ , LzzYlm耩

∴ m~耨Yl′m′ , zYlm耩 耽 m′~耨Yl′m′ , zYlm耩

当m 6耽 m′时，对应的H ′矩阵元为耰耮

此外由于z是奇函数（奇宇称耩耬 而ψ200, ψ210, ψ211, ψ21−1具有宇称性耺 当r → −r耬 也就是r → r, θ →
π − θ, φ → φ 耫 π时耬 Ylm → 耨−耱耩lYlm耮 这容易从Y00等于常数，Y10 ∝ 聣聯聳 θ, Y1,1 ∝ 聳聩聮 θ 聥聸聰耨iφ耩, Y1,−1 ∝
聳聩聮 θ 聥聸聰耨−iφ耩看出耮 因此，H ′在ψ200, ψ210, ψ211, ψ21−1中的期望值为零。

H ′的本征方程为 
耰 −耳eEa 耰 耰

−耳eEa 耰 耰 耰

耰 耰 耰 耰

耰 耰 耰 耰




c1

c2

c3

c4

 耽 E
(1)
2


c1

c2

c3

c4


本征值为

E
(1)
2 耨耱耩 耽 耳eEa,E(1)

2 耨耲耩 耽 −耳eEa,E(1)
2 耨耳耩 耽 耰, E

(1)
2 耨耴耩 耽 耰,

分别对应四个本征态 
1√
2

− 1√
2

耰

耰


1


1√
2

1√
2

耰

耰


2


耰

耰

耱

耰


3


耰

耰

耰

耱


4

可以写为

〈r|耲(0)〉1 ≡ ψ21 耽
耱√
耲
ψ200 −

耱√
耲
ψ210,

〈r|耲(0)〉2 ≡ ψ22 耽
耱√
耲
ψ200 耫

耱√
耲
ψ210

〈r|耲(0)〉3 ≡ ψ23 耽 ψ211,

〈r|耲(0)〉4 ≡ ψ24 耽 ψ21−1

物理理解：氢原子的电偶极矩为 ~D 耽 −er耮 在未加电场时耬 氢原子在ψ200, ψ210, ψ211, ψ21−1的电偶极

矩〈 ~D〉 耽 耰耮
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聆聩聧聵聲聥 耵耮耱耺 H0的四个简并的本征态组合成新的H0 耫H ′的近似本状态，能级简并部分解除。

加上电场之后耬 对于ψ21态

< Dz >ψ21
耽 −e耨

√
耱

耲
耨ψ200 − ψ210耩, z

√
耱

耲
耨ψ200 − ψ210耩耩

耽 e耨
耱

耲
耨ψ200, zψ210耩 耫

耱

耲
耨ψ210, zψ200耩耩

耽 −耳ea

我们看到叠加态破坏了原本征态的宇称性，导致原子表现出非零的偶极矩耮

类似可以计算x, y分量，均为零耮

而对于ψ22态

〈Dx〉ψ22 耽 〈Dy〉ψ22 耽 耰, 〈Dz〉ψ22 耽 耳ea

具有偶极矩的原子在外电场中获得势能：−〈Dz〉|E|耬 因此ψ21能量升高，而ψ22 能量下降耮



Chapter 6

角角角动动动量量量耦耦耦合合合

6.1 电电电子子子的的的轨轨轨道道道角角角动动动量量量与与与自自自旋旋旋角角角动动动量量量的的的耦耦耦合合合

在之前的学习中，我们分别研究了自旋耱/耲粒子的自旋自由度和粒子的空间自由度耮 对粒子的完整描述当然

应该同时包括空间和自旋（内部）自由度耮 为此我们需要的基矢是

|r,±〉 耽 |r〉 ⊗ |±〉 耨耶耮耱耩

一个粒子的量子态在这个坐标加自旋Sz表象下可以写为

|α〉 耽
∫

聤r耨ψ1耨r耩|r,耫〉耫 ψ2耨r耩|r,−〉耩 耨耶耮耲耩

波函数可写成

〈r|α〉 耽 ψ1耨r耩|耫〉耫 ψ2耨r耩|−〉 耨耶耮耳耩

表示成二分量形式： (
ψ1耨r耩

ψ2耨r耩

)
耨耶耮耴耩

也称旋量波函数耨聳聰聩聮聯聲 職聡聶聥聦聵聮聣聴聩聯聮耩耮 ψ1,2耨r耩分别是粒子在r处出现，同时自旋朝上（朝下）的几率幅密度耮

满足 ∫
聤r耨|ψ1耨r耩|2 耫 |ψ2耨r耩|2耩 耽 耱 耨耶耮耵耩

这一推广并不奇怪耮 在处理一维问题时，坐标表象基矢是|x〉耮 我们自然地推广到三维空间，基矢
为|r〉 耽 |x, y, z〉耮

|α〉 耽
∫

聤x聤y聤zψ耨x, y, z耩|x, y, z〉 耨耶耮耶耩

其中|x, y, z〉 耽 |x〉 ⊗ |y〉 ⊗ |z〉耮 一维的完备性关系
∫
dx|x〉〈x| 耽 耱变成∫

dxdydz|x, y, z〉〈x, y, z| 耽 耱 耨耶耮耷耩

原子中的电子既有轨道角动量又有自旋角动量，它们的矢量和为总角动量：J 耽 L 耫 S. 即各分量满足耺

Lα 耫 Sα 耽 Jα, α 耽 x, y, z. 在量子力学里面我们要注意耺 轨道角动量算符作用到空间运动状态，而自旋算符

作用到自旋状态耮 可以这样表示：

J 耽 L⊗ 耱 耫 耱⊗ S 耨耶耮耸耩

聠耱耧分别表示位置空间和自旋空间的单位算符耮

耱耱耳
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设想我们计算一个由S,L构成的物理量F 耽 SzLz作用到|α〉

〈r|SzLz|α〉 耽 Sz耨聞Lzψ1耨r耩|耫〉耫 聞Lzψ2耨r耩|−〉耩 耽
~
耲
聞Lzψ1耨r耩|耫〉 −

~
耲
聞Lzψ2耨r耩|−〉耩 耨耶耮耹耩

这里用到〈r|Lz|ψ〉 耽 聞Lzψ耨r耩耮 上式可以写成Sz表象下旋量形式

〈r|F |α〉 耽

(
~/耲 耰

耰 −~/耲

)(
聞Lzψ1耨r耩
聞Lzψ2耨r耩

)
耨耶耮耱耰耩

或者

〈r|F |α〉 耽 ~
耲

(
聞Lz 耰

耰 −聞Lz

)(
ψ1耨r耩

ψ2耨r耩

)
耨耶耮耱耱耩

根据聄聩聲聡聣相对论性电子运动方程，中心力场中运动的电子具有自旋轨道耦合能耺

ξ耨r耩S · L 耽 ξ耨r耩
J2 − L2 − S2

耲
, 耨耶耮耱耲耩

其中

ξ耨r耩 耽
耱

耲µ2c2r

聤V

聤r
, 耨耶耮耱耳耩

因此我们关心J耡

由于聛Lα, Sα聝 耽 耰耬 （不同自由度对易）耬 易证

聛Jx, Jy聝 耽 聛Lx, Ly聝 耫 聛Sx, Sy聝 耽 i~Jz. 耨耶耮耱耴耩

即满足角动量基本对易式，并且聛J2, Jz聝 耽 耰耮 这表明总角动量也是一种耢角动量耢耮

由前面讲过的代数法：

• J2的本征值为j耨j 耫 耱耩~, j为正整数，或半整数耮

• Jz的本征值为mj~,mj 耽 j, j − 耱, · · · ,−j 耫 耱,−j耮

要描述S · L耬 我们需要知道J2, L2, S2耮 它们是否彼此对易耬 或具有共同本征态？容易看到

聛J2, L2聝 耽 聛L2 耫 S2 耫 耲L · S, L2聝 耽 耰, S2 耽
耳~2

耴
耨耶耮耱耵耩

它们确实彼此对易耮

由于角向总共的自由度为耴，还需一个与它们对易的物理量构成完全集耬 那就是Jz耺

聛Jz, L
2聝 耽 聛Lz 耫 Sz, L

2聝 耽 耰, 聛Jz, S
2聝 耽 耰 耨耶耮耱耶耩

所以J2, L2, S2, Jz构成描述角动量自由度的完全集耮

但这不是唯一的构成力学量完全集的方式，完全集也可以是L2, Lz, S
2, Sz. 但它们与S · L不是全都对易耺

聛Lz,S · L聝 6耽 耰, 聛Sz,S · L聝 6耽 耰, 耨耶耮耱耷耩

这导致描述自旋轨道耦合能不方便耮

现在我们来求J2, Jz, L
2, S2的共同本征态耬 记为|φ〉耮

由于角动量与径向运动无关，我们写空间运动的波函数时只考虑角向部分耮 先写出|φ〉的旋量波函数的一
般形式

〈n耨θ, ϕ耩|φ〉 耽 c1φ1耨θ, ϕ耩|耫〉耫 c2φ2耨θ, ϕ耩|−〉 耽

(
c1φ1耨θ, ϕ耩

c2φ2耨θ, ϕ耩

)
. 耨耶耮耱耸耩

c1, c2, φ1, φ2待定耮
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|耫〉, |−〉可以更广义地写为|s,ms〉耬 s 耽 耱/耲是自旋量子数耬 ms是z分量量子数耬 前者|耱/耲, 耱/耲〉耬 后者就
是|耱/耲,−耱/耲〉耮 还可以写为χms 耮
上式可以这样理解：电子的空间运动用坐标表象表述，而它的自旋状态用Sz表象描述耮 c1φ1是电子位

于耨θ, ϕ耩且自旋向上的几率振幅耮 其中我们要求φ1和φ2的模方对立体角积分归一，于是根据耶耮耵耬 有|c1|2 耫

|c2|2 耽 耱耮

首先|φ〉是L2的本征态，本征值是l耨l 耫 耱耩~2.

L2|φ〉 耽 l耨l 耫 耱耩~2|φ〉 耨耶耮耱耹耩

因此

〈n耨θ, ϕ耩|φ〉 耽 c1Ylm1
|耫〉耫 c2Ylm2

|−〉 耨耶耮耲耰耩

也就是

|φ〉 耽 c1|l,m1〉|耫〉耫 c2|l,m2〉|−〉 耽 c1|l,m1,
耱

耲
,
耱

耲
〉耫 c2|l,m2,

耱

耲
,−耱

耲
〉 耨耶耮耲耱耩

其次，|φ〉是Jz的本征态，本征值是mj~耮
Jz|φ〉 耽 mj~|φ〉 耨耶耮耲耲耩

即

耨聞Lz 耫 聞Sz耩耨c1Ylm1
|耫〉耫 c2Ylm2

|−〉耩

耽 c1m1~Ylm1
|耫〉耫 c2m2~Ylm2

|−〉耫 ~
耲
c1Ylm1

|耫〉 − ~
耲
c2Ylm2

|−〉

耽 耨m1 耫
耱

耲
耩~c1Ylm1

|耫〉耫 耨m2 −
耱

耲
耩~c2Ylm2

|−〉 耨耶耮耲耳耩

所以令m1 耽 m,m2 耽 m耫 耱,则mj 耽 m耫 1
2，就可以满足耨耶耮耲耲耩耮

最后|φ〉是J2的本征态，本征值必须写成j耨j 耫 耱耩~的形式，j为整数或半整数耮

J2|φ〉 耽 j耨j 耫 耱耩~2|φ〉 耨耶耮耲耴耩

考虑S · L 耽 SxLx 耫 SyLy 耫 SzLz耬 在Sz表象下，利用聅聱耮耨耶耮耱耱耩

S · L 耽
~
耲

(
Lz Lx − iLy

Lx 耫 iLy −Lz

)
耨耶耮耲耵耩

利用

耨Lx − iLy耩Ylm+1 耽
√
耨l −m耩耨l 耫m耫 耱耩~Ylm

耨Lx 耫 iLy耩Ylm 耽
√
耨l −m耩耨l 耫m耫 耱耩~Ylm+1

我们可以计算出

〈θ, ϕ|J2|φ〉 耽 L2耨c1Ylm|耫〉耫 c2Ylm+1|−〉耩 耫 S2耨c1Ylm|耫〉耫 c2Ylm+1|−〉耩

耫 耲L · S耨c1Ylm|耫〉耫 c2Ylm+1|−〉耩

在Sz表象下写为

〈θ, ϕ|J2|φ〉 耽 耨l耨l 耫 耱耩~2 耫
耳

耴
~2耩

(
c1Ylm

c2Ylm+1

)

耫 ~2

(
c1mYlm 耫

√
耨l −m耩耨l 耫m耫 耱耩c2Ylm

c1
√

耨l −m耩耨l 耫m耫 耱耩Ylm+1 − c2耨m耫 耱耩Ylm+1

)

耽 j耨j 耫 耱耩~2

(
c1Ylm

c2Ylm+1

)
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显然

c1m耫
√
耨l −m耩耨l 耫m耫 耱耩c2 耽 λc1

c1
√

耨l −m耩耨l 耫m耫 耱耩− c2耨m耫 耱耩 耽 λc2 耨耶耮耲耶耩

其中λ 耽 j耨j 耫 耱耩− l耨l 耫 耱耩− 3
4 耮

这是关于c1, c2的线性齐次方程，或本征方程耮 易得

λ1 耽 l, 耨耶耮耲耷耩

对应的本征态为
c1
c2

耽

√
l 耫m耫 耱

l −m
耨耶耮耲耸耩

归一化得

c1 耽

√
l 耫m耫 耱

耲l 耫 耱
, c2 耽

√
l −m
耲l 耫 耱

. 耨耶耮耲耹耩

另一个本征值

λ2 耽 −l − 耱, 耨耶耮耳耰耩

归一化得

c1 耽 −
√
l −m
耲l 耫 耱

, c2 耽

√
l 耫m耫 耱

耲l 耫 耱
耨耶耮耳耱耩

聆聩聧聵聲聥 耶耮耱耺 角动量耦合示意图耺 总角动量的大小可以比轨道角动量大，也可以比它小耮

对于λ 耽 l, j耨j 耫 耱耩 耽 耨l 耫 1
2 耩耨l 耫

3
2 耩, j 耽 l 耫 1

2 耬 可理解为L与S同向耮

〈n耨θ, ϕ耩|φ〉 耽
√

l+m+1
2l+1 Ylm|耫〉耫

√
l−m
2l+1Ylm+1|−〉

耽 1√
2l+1

( √
l 耫m耫 耱Ylm√
l −mYlm+1

)
≡ φljmj

这个旋量波函数按习惯通常写为φljmj 耮 其转置复共轭是对应左本征矢的旋量波函数

〈φ|n耨θ, ϕ耩〉 耽 耱√
耲l 耫 耱

(√
l 耫m耫 耱Y ∗lm,

√
l −mY ∗lm+1

)
耽 φ†ljmj 耨耶耮耳耲耩
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可以直接利用聄聩聲聡聣记号记为|lsjmj〉, 耨j 耽 l 耫 耱/耲耩耬 s 耽 耱/耲是电子自旋量子数耮

|lsjmj〉 耽
√
l 耫m耫 耱

耲l 耫 耱
|l,m, 耱

耲
,
耱

耲
〉耫

√
l −m
耲l 耫 耱

|l,m耫 耱,
耱

耲
,−耱

耲
〉 耨耶耮耳耳耩

对于λ 耽 −l − 耱, j 耽 l − 1
2 耬可理解为L与S 反向耡

〈n耨θ, ϕ耩|φ〉 耽 1√
2l+1

(
−
√
l −mYlm√

l 耫m耫 耱Ylm+1

)

这个旋量波函数按还是写为φljmj 耬 只不过j 耽 l − 耱/耲耮 其厄密共轭φ†ljmj描述对偶的左矢耮

我们也可以把它记为|lsjmj〉, 耨j 耽 l − 耱/耲耩

|lsjmj〉 耽 −
√
l −m
耲l 耫 耱

|l,m, 耱
耲
,
耱

耲
〉耫

√
l 耫m耫 耱

耲l 耫 耱
|l,m耫 耱,

耱

耲
,−耱

耲
〉 耨耶耮耳耴耩

J2, Jz, L
2, S2的共同本征矢满足正交归一性关系

〈lsjmj |l′s′j′m′j〉 耽 耨φljmj , φl′j′m′j 耩 耽

∫
d耊φ†ljmjφl′j′m′j 耽 δll′δjj′δmjm′j 耨耶耮耳耵耩

φ†ljmjφl′j′m′j 按矩阵乘法进行耮 利用球谐函数的正交归一性容易证明耮
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6.2 碱碱碱金金金属属属原原原子子子能能能级级级的的的精精精细细细结结结构构构

碱金属的最外层电子在核与内层电子的综合库仑场的作用下运动，势能可近似为中心势V 耨r耩耬 但并不

是−Ze
2

r 这样的类氢形式耮 该电子的能级主要由V 耨r耩与动能决定

H0 耽
p2
r

耲µ
耫

L2

耲µr2
耫 V 耨r耩. 耨耶耮耳耶耩

对它的精细修正来自自旋轨道耦合能（由狄拉克给出）

H ′ 耽 ξ耨r耩S · L 耨耶耮耳耷耩

其中

ξ耨r耩 耽
耱

耲µ2c2
耱

r

dV

dr
耨耶耮耳耸耩

公式中出现光速，这是相对论效应的标志耮

我们来对其大小进行粗略估计：原子大小取r ∼ a耬 势能估计为V ∼ e2

a 耬 其导数估计为
dV
dr ∼

e2

a2 耬 S ·L ∼ ~2耮

于是

H ′ ∼ ~2

µ2c2
e2

a3
∼ 耱耰−3ev 耨耶耮耳耹耩

由于a2 耽 ~4

µ2e4 耬 上式可改写为

H ′ 耽
e2

a
耨
e2

~c
耩2 耨耶耮耴耰耩

其中 e2

~c ∼
1

137就是著名的精精精细细细结结结构构构常常常数数数耮

之前我们在处理中心力问题时，力学量完全集选为H0, L
2, Lz耮 考虑到自旋自由度，实际上还包括S

2, Sz.

但是由于它们不体现在哈密顿量里，所以一般不写出来耮 L2, Lz, Sz的共同本征态是Ylmχms 耮 ms 耽 耱/耲,−耱/耲
分别表示自旋朝上与朝下态耮 量子数l,m,ms称为聠好量子数耧，因为对应力学量与H0对易耬 是守恒量耮

首先，我们考虑H0的本征方程

H0ψ
(0)
n 耽 E(0)

n ψ(0)
n 耨耶耮耴耱耩

可以设

ψ(0)
n 耽 R

(0)
nl Ylmχms

记为ψ
(0)
nlmms

耮 代入耨耶耮耴耱耩

H0R
(0)
nl Ylmχms 耽 聛

p2
r

耲µ
耫
l耨l 耫 耱耩~2

耲µr2
耫 V 耨r耩聝R

(0)
nl Ylmχms 耽 E(0)

n R
(0)
nl Ylmχms 耨耶耮耴耲耩

化为径向方程：

聛
p2
r

耲µ
耫
l耨l 耫 耱耩~2

耲µr2
耫 V 耨r耩聝R

(0)
nl 耽 E

(0)
nl R

(0)
nl 耨耶耮耴耳耩

这里注意到E
(0)
nl 由n, l共同决定，n是主量子数耮 耨参考微扰理论部分对非类氢势能原子能级的计算）耮

现在H 耽 H0 耫H ′耬 自旋自由度进入了总的聈聡聭聩聬聴聯聮聩聡聮耬 我们选耨H,L2, J2, Jz耩为力学量完全集耮 这是由于

我们注意到了H0, H
′都与L2, J2, Jz对易，l, j,mj在H包不包含H

′时都是聠好量子数耧耬 这为后面的微扰计算带

来极大方便耮

先看H0的本征方程耨耶耮耴耱耩耮 可以设

ψ(0)
n 耽 R

(0)
nl φljmj ,

记为ψ
(0)
nljmj

耮 代入耨耶耮耴耱耩

H0R
(0)
nl φljmj 耽 聛

p2
r

耲µ
耫
l耨l 耫 耱耩~2

耲µr2
耫 V 耨r耩聝R

(0)
nl φljmj 耽 E

(0)
nl R

(0)
nl φljmj 耨耶耮耴耴耩
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聆聩聧聵聲聥 耶耮耲耺 碱金属外层电子的聠不精细耧能级耮

同样得到径向方程耨耶耮耴耳耩耬 因此能级与选l,m,ms为量子数是一样的耮

如图聆聩聧耮 耶耮耲耬 以耳p为例耨p表示l 耽 耱耩，能级是耶重简并的：

在以H0, L
2, Lz, Sz 完全集时耨也称非耦合表象耩，耶个简并态波函数ψ

(0)
nlmms

分别是ψ
(0)

311 1
2

, ψ
(0)

311− 1
2

, ψ
(0)

310 1
2

, ψ
(0)

310− 1
2

,

ψ
(0)

31−1 1
2

, ψ
(0)

31−1− 1
2

耮 下标分别对应n, l,m,ms耮

而在以H0, L
2, J2, Jz 完全集时耨耦合表象耩，耶个简并态是ψ

(0)
nljmj

耬 其中

l 耽 耱, j 耽
耳

耲
,mj 耽 −

耳

耲
,−耱

耲
,
耱

耲
,
耳

耲

j 耽
耱

耲
,mj 耽 −

耱

耲
,
耱

耲

再看耳s能级：

以H0, L
2, Lz, Sz 完全集时，耲个简并态分别是ψ

(0)

300 1
2

, ψ
(0)

300− 1
2

耬 对应n 耽 耳, l 耽 耰,m 耽 耰,ms 耽 耱/耲和n 耽

耳, l 耽 耰,m 耽 耰,ms 耽 −耱/耲耮
而在以H0, L

2, J2, Jz 完全集时，还是耲个简并态ψ
(0)
nljmj

耬 其中 l 耽 耰, j只能是 1
2 ,mj 耽 ± 1

2 , 两重简并耮 容

易验证，这两个态跟非耦合表象的两个态一样耮

注注注意意意，，，由由由于于于H ′与与与J2, Jz, L
2对对对易易易, l, j,mj仍仍仍然然然是是是好好好量量量子子子数数数，，，但但但是是是m,ms不不不再再再是是是好好好量量量子子子数数数了了了. 因因因此此此在在在包包包

含含含H ′时时时选选选择择择H0, L
2, J2, Jz作作作为为为完完完全全全集集集是是是方方方便便便的的的.

现在我们利用简并态微扰论来计算能级修正到一级耮

以为耳s例耬 记

R
(0)
30 φ0 1

2
1
2
→ ψ

(0)
3s,1, R

(0)
30 φ0 1

2
−1
2
→ ψ

(0)
3s,2

首先，写零级波函数耺 ψ
(0)
3s 耽 c1ψ

(0)
3s,1 耫 c2ψ

(0)
3s,2耮 H

′的矩阵元

H ′ν,ν′ 耽 耨ψ
(0)
3s,ν , H

′ψ
(0)
3s,ν′耩

耽 耨ψ
(0)
3s,ν , ξ耨r耩S · Lψ

(0)
3s,ν′耩

注意S · L 耽 耨J2 − L2 − S2耩/耲耬 因此

H ′ν,ν′ 耽
j耨j 耫 耱耩− l耨l 耫 耱耩− 耳/耴

耲
耨ψ

(0)
3s,ν , ξ耨r耩ψ

(0)
3s,ν′耩

耽
j耨j 耫 耱耩− l耨l 耫 耱耩− 耳/耴

耲

∫
r2drd耊R

(0)
30 φ

†
0 1

2mj
ξ耨r耩R

(0)
30 φ0 1

2m
′
j

耽
j耨j 耫 耱耩− l耨l 耫 耱耩− 耳/耴

耲
耨R

(0)
30 , ξ耨r耩R

(0)
30 耩耨φ0 1

2mj
, φ0 1

2m
′
j
耩

其中

耨R
(0)
30 , ξ耨r耩R

(0)
30 耩 ≡

∫
R

(0)
30 ξ耨r耩R

(0)
30 r

2dr 耨耶耮耴耵耩
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耨φ0 1
2mj

, φ0 1
2m
′
j
耩 ≡

∫
d耊φ†

0 1
2mj

φ0 1
2m
′
j

耨耶耮耴耶耩

由于正交归一性

耨φljmj , φl′j′m′j 耩 耽 δll′δjj′δmjm′j 耨耶耮耴耷耩

当ν 6耽 ν′时耨即mj 6耽 m′j耩耬 角度部分正交！H
′只有对角元！

但是当由于j 耽 耱/耲, l 耽 耰耬 对角元也是零耮 所以能级的一级修正

E
(1)
3s 耽 耰 耨耶耮耴耸耩

能级没有变化耮

现在来分析耳P能级耮 假设微扰后零级波函数可以写为

ψ
(0)
3P 耽

∑
ν

cνψ
(0)
3p,ν 耨耶耮耴耹耩

其中

ψ
(0)
3p,ν 耽 R

(0)
31 φ1,3/2,mj , mj 耽 −耳/耲,−耱/耲, 耱/耲, 耳/耲, 对应ν 耽 耱, 耲, 耳, 耴 耨耶耮耵耰耩

ψ
(0)
3p,ν 耽 R

(0)
31 φ1,1/2,mj , mj 耽 −耱/耲, 耱/耲, 对应ν 耽 耵, 耶 耨耶耮耵耱耩

同样，由于φljmj也是H
′的本征态耬 H ′只有对角元不为零，本征值就是对角元耮 E

(1)
3pν 耽 H ′νν只有两个不同

值：

j 耽 耳/耲时

耨R
(0)
31 φ1 3

2 ,mj
, H ′R

(0)
31 φ1 3

2 ,mj
耩 耽 耨R

(0)
31 , ξ耨r耩R

(0)
31 耩

耨 3
2 ×

5
2 − 耲− 3

4 耩

耲

耽 〈ξ耨r耩〉31
~2

耲

对应mj 耽 ± 3
2 ,±

1
2 耮

j 耽 耱/耲时

耨R
(0)
31 φ1 1

2 ,mj
, H ′R

(0)
31 φ1 1

2 ,mj
耩 耽 〈ξ耨r耩〉31耨−~2耩 耨耶耮耵耲耩

对应对应mj 耽 ± 1
2 耮

聆聩聧聵聲聥 耶耮耳耺 碱金属外层电子的精细结构

能级分裂成两个，如图聆聩聧耮耶耮耳所示耮

以上计算可以推广到任意l耺

E
(1)
nlj 耽 {

〈ξ耨r耩〉nl l~
2

2 , j 耽 l 耫 1
2

−〈ξ耨r耩〉nl (l+1)~2

2 , j 耽 l − 1
2

耨耶耮耵耳耩
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我们可以从另一个角度研究精细结构耺

求解耨H0 耫H ′耩ψnl 耽 Eψnl时耬 由于φljmj也是H
′的本征态，所以代入试探解R

(0)
nl φljmj 耺

耨H0 耫H ′耩R
(0)
nl φljmj 耽 耨E

(0)
nl 耫 E

(1)
nl 耩R

(0)
nl φljmj 耨耶耮耵耴耩

当j 耽 l 耫 1
2

聛
P 2
r

耲µ
耫
l耨l 耫 耱耩~2

耲µr2
耫 V 耨r耩 耫 ξ耨r耩

l~2

耲
聝R

(0)
nl 耽 耨E

(0)
nl 耫 E

(1)
nl 耩R

(0)
nl 耨耶耮耵耵耩

这是一维径向方程，无简并耨因为mj不出现，j也固定耩耮 因此

〈H ′〉nl 耽 E
(1)
nl 耽 耨R

(0)
nl , ξ耨r耩

l~2

耲
R

(0)
nl 耩 耽 〈ξ〉nl

l~2

耲
耨耶耮耵耶耩

这就是能级的向上移动E
(1)
nlj=l+1/2耮

当j 耽 l − 1
2

聛
P 2
r

耲µ
耫
l耨l 耫 耱耩~2

耲µr2
耫 V 耨r耩 耫 ξ耨r耩

−耨l 耫 耱耩

耲
~2聝R

(0)
nl 耽 耨E

(0)
nl 耫 E

(1)
nl 耩R

(0)
nl 耨耶耮耵耷耩

E
(1)
nl 耽 〈H ′〉nl 耽 −

l 耫 耱

耲
~2〈ξ〉nl 耨耶耮耵耸耩

这就是能级的向下移动E
(1)
nlj=l−1/2耮

例：计算φljmj下磁矩z分量的期望值耮

在前面讨论氢原子磁性时，我们知道磁矩与角动量的关系耮 现在推广到与总角动量的关系：~µ 耽

− e
2µc 耨J 耫 S耩，注意由于旋磁比的不同，多了一倍的自旋角动量耮

µz 耽 −
e

耲µc
耨Jz 耫 Sz耩 耨耶耮耵耹耩

由于是本征态，Jz的贡献易算耮

关键是计算Sz 耽
~
2σz耬 也就是算〈σz〉耮

耱耮 当j 耽 l 耫 1
2 耬

σzφljmj 耽
耱√

耲l 耫 耱
耨
√
l 耫m耫 耱Ylm|耫〉 −

√
l −mYlm+1|−〉耩

〈σz〉 耽
∫
d耊φ+

ljmj
σzφljmj 耽

耱

耲l 耫 耱
聛耨l 耫m耫 耱耩− 耨l −m耩聝 耽

耲m耫 耱

耲l 耫 耱
耽
mj

j

耲耮 当j 耽 l − 1
2

σzφljmj 耽
耱√

耲l 耫 耱
耨−
√
l −mYlm|耫〉 −

√
l 耫m耫 耱Ylm+1|−〉耩

〈σz〉 耽
∫
d耊φ+

ljmj
σzφljmj 耽

耱

耲l 耫 耱
耨l −m− 耨l 耫m耫 耱耩耩 耽 − mj

j 耫 耱

计算中用到耨Ylm, Ylm耩 耽
∫
聤耊Y ∗lmYlm 耽 耱.

我们还可以看到，虽然Sz与J
2不对易，但是由于Sz与Jz对易耬 在φljmj ,mj 耽 −j, . . . , j张开的耲j 耫 耱维空

间内，Sz的聜矩阵耢是对角的

耨Sz耩mj ,m′j 耽

∫
d耊φ+

ljm′j
Szφljmj 耽 δmj ,m′j 〈Sz〉ljmj 耨耶耮耶耰耩



耱耲耲 聃聈聁聐联聅聒 耶耮 角动量耦合

证明耺

耨φljm′j , SzJzφljmj 耩 耽 mj~耨φljm′j , Szφljmj 耩

耽 耨φljm′j , JzSzφljmj 耩

耽 耨Jzφljm′j , Szφljmj 耩

耽 m′j~耨φljm′j , Szφljmj 耩

因此只有mj 耽 m′j时才可能有耨Sz耩mj ,m′j 6耽 耰耮

但是对角只是在l, j确定的聜子空间耢耮 比如，耨φlj′=l+ 1
2 ,mj

, Szφlj=l− 1
2 ,mj

耩可以不为零，成为一个非零的非

对角耨j′ 6耽 j耩矩阵元耮
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6.3 塞塞塞曼曼曼效效效应应应

以Na原子光谱为例耮 在磁场中光谱线发生变化：分裂成几条线，这就是聚聥聥聭聡聮效应耮 究其根源是价电子获

得一个新的势能：

H ′ 耽 −B · 耨µL 耫 µS耩 耽
eB

耲mec
耨Lz 耫 耲Sz耩 耨耶耮耶耱耩

µL是轨道运动产生的磁矩，µS 是自旋产生的磁矩，前面讨论氢原子磁矩时引入了轨道运动的磁矩，即它与

角动量的关系耮 自旋角动量同样产生磁矩，但是两者磁旋比不同，这造成因子耲的出现耮 上式中，我们已经令

磁场方向为z耮

在没有磁场时，Na原子价电子的哈密顿量可以写成

H0 耽
P 2

耲me
耫 V 耨r耩 耫 ξ耨r耩~S · ~L, 耨耶耮耶耲耩

最后一项是上节讨论过的导致能级精细结构的自旋轨道耦合能（Hf 耩耮

• 如果磁场很强，即〈H ′〉 � 〈ξ耨r耩~S · ~L〉（可根据特征数量估计）我们忽略Hf 耬 此时的聚聥聥聭聡聮效应称为强

场聚聥聥聭聡聮 效应

• 如果磁场很弱，Hf相对而言就是重要的，称弱场聚聥聥聭聡聮效应

6.3.1 强强强场场场Zeeman效效效应应应

H0 耽
P 2
r

耲me
耫

L2

耲mer2
耫 V 耨r耩 耨耶耮耶耳耩

H 耽 H0 耫H ′ 耽 H0 耫
eB

耲mec
耨Lz 耫 耲Sz耩 耨耶耮耶耴耩

H,H0, L
2, Lz, Sz彼此对易，n, l,m,ms是聜好耢量子数，即本征态可以写为

RnlYlmχms 耮

相反耬 J2与H ′与不对易，j不是聜好耢量子数，本征态不能写为Rnlφljmj 耮

我们可以写出本征方程：

HRnlYlmχms 耽 ERnlYlmχms 耨耶耮耶耵耩

将其化为径向方程：

聛
P 2
r

耲me
耫
l耨l 耫 耱耩~2

耲mer2
耫 V 耨r耩 耫

e~B
耲mec

耨m耫 耲ms耩聝Rnl 耽 ERnl 耨耶耮耶耶耩

我们知道

聛
P 2
r

耲me
耫
l耨l 耫 耱耩~2

耲mer2
耫 V 耨r耩聝R

(0)
nl 耽 E

(0)
nl R

(0)
nl 耨耶耮耶耷耩

这是没有磁场时的径向方程耮 E
(0)
nl （被视为）已知耮 很明显R

(0)
nl 还是耨耶耮耶耶耩的解，不过

E 耽 E
(0)
nl 耫

eB~
耲mec

耨m耫 耲ms耩

耽 E
(0)
nl 耫 µBB耨m耫 耲ms耩

我们可以把这个能级记为Enlmms，由四个聜好耢量子数决定耮

考虑跃迁定则：

老l 耽 ±耱, 老m 耽 耰, ± 耱, 老ms 耽 耰 耨耶耮耶耸耩
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跃迁前后自旋状态不能改变使得谱线分裂成三条耮

~ω 耽 E
(0)
3P − E

(0)
3S 耫老Em 耨耶耮耶耹耩

其中老Em 耽 µBBm,m 耽 耱, 耰,−耱耮 相邻谱线频率差：

老ω 耽
µBB

~
耽

eB

耲mec

能级的改变情况和跃迁情况，如图聆聩聧耮 耶耮耴所示耮

6.3.2 弱弱弱场场场Zeeman效效效应应应

历史上又称反常聚聥聥聭聡聮效应耮

Hf 耽 ξ耨r耩~S · ~L与H ′ 耽 eB
2mec

耨Jz 耫 Sz耩旗鼓相当耮

我们把H0耫Hf当作新的H0耬作为主导能量耮以H0, J
2, Jz, L

2, S2为完全集，这样H0的本征态写为Rnlφljmj 耮

n, l, j,mj是聜好耢量子数耮 H0的本征方程为

H0Rnlφljmj 耽 E
(0)
nljRnlφljmj 耨耶耮耷耰耩

能级就是精细结构能级耮 每个能级简并度耲j 耫 耱耮

我们选看耳P 1
2
态能量在磁场作用下的移动耮

记

R31φ1 1
2 ,

1
2
→ |n1

(0)〉

R31φ1 1
2 ,−

1
2
→ |n2

(0)〉

耨耶耮耷耰耩就是

H0ψ
(0)
nν 耽 E(0)

n ψ(0)
nν , ν 耽 耱, 耲. E(0)

n 耽 E
(0)

31 1
2

耨耶耮耷耱耩

简并微扰：

ψ(0)
n 耽 c1ψ

(0)
n1 耫 c2ψ

(0)
n2 , 耨耶耮耷耲耩

求En 耽 E
(0)
n 耫 E

(1)
n 耮
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这需要计算H ′的矩阵元耺

H ′ν,ν′ 耽 〈nν (0)|H ′|nν′ (0)〉 耨耶耮耷耳耩

由于聛Jz, Sz聝 耽 耰耬 因此H ′对角耨Sz对角耩耮 我们只需计算

H ′11 耽 耨R31φ1 1
2

1
2
, 耨Jz 耫 Sz耩R31φ1 1

2
1
2
耩
eB

耲mec

耽 耨φ1 1
2

1
2
, 耨
~
耲
耫 Sz耩φ1 1

2
1
2
耩
eB

耲mec

在j 耽 l − 1
2 时耬 〈Sz〉 耽 −

1
2

1+ 1
2

~
2 耽 −~

6 耮

因此H ′11 耽 1
3µBB耮 它也就是本征值，因此En 耽 E

(0)

31 1
2

耫H ′11 本征态就是R31φ1 1
2

1
2
耮

同样

H ′22 耽 耨R31φ1 1
2−

1
2
, 耨Jz 耫 Sz耩R31φ1 1

2−
1
2
耩
eB

耲mec
耽 −耱

耳
µBB

因此En 耽 E
(0)
3P 1

2

耫H ′22耬 对应本征态耺 R31φ1 1
2−

1
2
耮

容易推广到一般情况：

Enljmj 耽 E
(0)
nlj 耫 E

(1)
nljmj

E
(1)
nljmj

耽
eB

耲mec
耨mj~耫 〈Sz〉耩

由于

〈Sz〉 耽
~
耲
耨φljmj , σzφljmj 耩

耽
~
耲
{

mj
j , 当j 耽 l 耫 1

2

− mj
j+1 , 当j 耽 l − 1

2

所以

E
(1)
nljmj

耽 BµBmj耨耱 耫
〈Sz〉
mj~

耩 括号中为朗德因子g

g 耽 {
耱 耫 1

2j , j 耽 l 耫 1
2

耱− 1
2j+2 , j 耽 l − 1

2

能级的改变情况如图聆聩聧耮 耶耮耳耮耲所示耮

考虑跃迁定则：

老j 耽 耰,±耱, 老mj 耽 耰,±耱

我们知道一共会出现耱耰条谱线，与精细结构对应，分别称D1, D2耮
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6.4 超超超精精精细细细结结结构构构, 自自自旋旋旋单单单态态态与与与三三三重重重态态态

我们来考虑氢原子，其电子和质子都是自旋 1
2粒子耮 质子的磁矩

~µp 耽
gpe

耲mpc
~Sp

其中gp 耽 耵.耵耹，大于电子的g 耽 耲耮

质子与电子除了库仑相互作用外，还有正比于 ~Sp · ~Se 的磁相互作用耬 称为自旋耭自旋耦合耮

我们现在考虑自旋耭自旋耦合对氢原子能级的修正耮 显然总角动量的平方和其z分量应该是守恒的好力学

量耮

我们把问题推广到任意两个自旋耱耯耲粒子耮 首先定义其总角动量和它的三个分量

~S ≡ ~S1 耫 ~S2, 耨耶耮耷耴耩

Sz 耽 S(1)
z 耫 S(2)

z , Sx 耽 S(1)
x 耫 S(2)

x , Sy 耽 S(1)
y 耫 S(2)

y . 耨耶耮耷耵耩

易证

聛Sx, Sy聝 耽 i~Sz, 聛Sα, S
2聝 耽 耰. α 耽 x, y, z 耨耶耮耷耶耩

这样

~S1 · ~S2 耽
S2 − S2

1 − S2
2

耲
耽
S2

耲
− 耳

耴
~2

即S2, Sz都与~S1 · ~S2对易耮

要描述氢原子里面电子和质子的自旋状态耬 简单地看有四种可能↑e↑p, ↑e↓p, ↓e↑p, ↓e↓p，以及它们的各种
叠加态耮 注意这里我们首次面临两个粒子的量子态的问题，处理起来很简单，就是各自描述，再并在一起耮

也可以写为|耫〉e|耫〉p, |耫〉e|−〉p, |−〉e|耫〉p, |−〉e|−〉p耮
这种方式其实就是采用基矢χms耨耱耩χm′s耨耲耩耬 ms 耽 ±耱/耲,m′s 耽 ±耱/耲耬 它们是S2耨耱耩, Sz耨耱耩, S

2耨耲耩, Sz耨耲耩的共

同本征态耮 也可以写成

α耨耱耩α耨耲耩, α耨耱耩β耨耲耩, β耨耱耩α耨耲耩, β耨耱耩β耨耲耩

α耨耱耩 耽 χ 1
2
耨耱耩耬 β耨耲耩 耽 χ− 1

2
耨耲耩耻 或者

|耫〉1|耫〉2, |耫〉1|−〉2, |−〉1|耫〉2, |−〉1|−〉2.

用它们作基矢描述系统的自旋状态称为非耦合表象耮
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我们看到它们也是Sz的本征函数：

Szχms耨耱耩χm′s耨耲耩 耽 耨Sz耨耱耩 耫 Sz耨耲耩耩χms耨耱耩χm′s耨耲耩

耽 ms~χms耨耱耩χm′s耨耲耩 耫m′s~χms耨耱耩χm′s耨耲耩

耽 耨ms 耫m′s耩~χms耨耱耩χm′s耨耲耩

这里注意：两个算符各自作用到自己空间的态耮 我们得到Sz的本征值有~, 耰,−~ 三种可能耮

我们想知道S2, Sz的共同本征态与本征值耮 它们是：

α1α2, β1β2,
耱√
耲
耨α1β2 耫 β1α2耩,

耱√
耲
耨α1β2 − β1α2耩

证明：

Szα1α2 耽 ~α1α2, 耨耶耮耷耷耩

Szβ1β2 耽 −~β1β2. 耨耶耮耷耸耩

Sz
耱√
耲
耨α1β2 耫 β1α2耩 耽

耱√
耲
耨
~
耲
α1β2 −

~
耲
β1α2耩 耫

耱√
耲
耨−~

耲
α1β2 耫

~
耲
β1α2耩 耽 耰 耨耶耮耷耹耩

Sz
耱√
耲
耨α1β2 − β1α2耩 耽 耰 耨耶耮耸耰耩

再看

S2α1α2 耽 耨
耳~2

耲
耫 耲~S1 · ~S2耩α1α2

耽 聛
耳~2

耲
耫

耲~2

耴
耨σ(1)
x σ(2)

x 耫 σ(1)
y σ(2)

y 耫 σ(1)
z σ(2)

z 耩聝α1α2

耽
耳~2

耲
α1α2 耫

~2

耲
聛β1β2 − β1β2 耫 α1α2聝 耽 耲~2α1α2

这里用到σxα 耽 β, σyα 耽 iβ耮 下面还要用到σxβ 耽 α, σyβ 耽 −iα耮
同理

S2β1β2 耽 耲~2β1β2

再看第三个态

S2 耱√
耲
耨α1β2 耫 β1α2耩

耽
耳~2

耲

耱√
耲
耨α1β2 耫 β1α2耩 耫

~2

耲

耱√
耲
聛耨β1α2 耫 α1β2耩× 耲 耫 耨−α1β2 − β1α2耩聝

耽 耲~2 耱√
耲
耨α1β2 耫 β1α2耩

和第四个态

S2 耱√
耲
耨α1β2 − β1α2耩

耽
耳~2

耲

耱√
耲
耨α1β2 − β1α2耩 耫

~2

耲

耱√
耲
聛耨β1α2 − α1β2耩 耫 耨β1α2 − α1β2耩 耫 耨−α1β2 耫 β1α2耩聝

耽 耰
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我们引入记号χSMS
耬 其中S 耽 耰耬 或者耱耬为总自旋量子数；MS有耲S 耫 耱可能耬 为总自旋z分量量子数耮 当S 耽 耱耬

χSMS
耽


α1α2 耽 χ11, S 耽 耱,MS 耽 耱

β1β2 耽 χ1−1, S 耽 耱,MS 耽 −耱
1√
2
耨α1β2 耫 β1α2耩 耽 χ10, S 耽 耱,MS 耽 耰

耨耶耮耸耱耩

称为自旋三重态耨聴聲聩聰聬聥聴耩耮 当S 耽 耰时，

χ00 耽
耱√
耲
耨α1β2 − β1α2耩 耨耶耮耸耲耩

或者写为 1√
2
耨|耫−〉 − | −耫〉耩耬 称为自旋单态耨singlet耩耮 非常重要！

回过头来看氢原子的能级修正耮 当电子与质子形成三重态时能量上升，而形成单态时能量下降耮 造成大

约耵.耸耸× 耱耰−6eV的能级劈裂耬 这称为超精细结构耮

6.4.1 量量量子子子测测测量量量的的的Bell基基基

另外一种基矢选择是：

耱√
耲
耨α1β2 耫 β1α2耩→ ψ+,

耱√
耲
耨α1β2 − β1α2耩→ ψ−

耱√
耲
耨α1α2 耫 β1β2耩→ φ+,

耱√
耲
耨α1α2 − β1β2耩→ φ−

以上耴个基矢构成Bell基，他们都是聜纠缠态耢耨entangled耩耬 它们是Sz耨耱耩Sz耨耲耩与Sx耨耱耩Sx耨耲耩的共同本征态耮

纠缠态不能写成两个自旋态的聜直接乘积耢耮 下面这个态是直接乘积态：

耨c1α耨耱耩 耫 c2β耨耱耩耩耨c
′
1α耨耲耩 耫 c′2β耨耲耩耩

耽 c1c
′
1α耨耱耩α耨耲耩 耫 c2c

′
1β耨耱耩α耨耲耩 耫 c1c

′
2α耨耱耩β耨耲耩 耫 c2c

′
2β耨耱耩β耨耲耩

不论怎么选择c1, c2, c
′
1, c
′
2都不能表示ψ

+, ψ−, φ+, φ−这样的态耮

聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲的聜猫耢：

|ψ〉 耽 耱√
耲
耨|耫〉e|活〉cat − |−〉e|死〉cat耩, 耨耶耮耸耳耩

设想我们观测电子的自旋耮 测量后波函数塌缩到电子自旋的本征态|耫〉e|活〉cat 或者|−〉e|死〉cat耬 我们看到：猫
的死活取决于对电子自旋的聜观察耢或聜测量耢耬 就是典型的纠缠态耮 更奇妙的是这种聜关联耢似乎是聠非定域耧的耮

我们在后面聂聯聨聭的理想实验部分再详细讨论这一点耮
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6.5 任任任意意意两两两个个个角角角动动动量量量的的的耦耦耦合合合，，，C-G系系系数数数

之前我们研究了轨道角动量与自旋角动量的耦合，两个自旋角动量的耦合；我们可以问任意两个角动

量J1,J2的耦合规律是怎样的？

设J1 耫 J2 耽 J为总角动量耮 容易证明

聛Jx, Jy聝 耽 i~Jz 耨耶耮耸耴耩

即总角动量满足角动量对易关系耮

非耦合表象基矢为|j1m1〉|j2m2〉耮 设j1, j2为两个角动量的量子数，则聈聩聬聢聥聲聴空间的维度为耨耲j1 耫 耱耩耨耲j2 耫

耱耩耮

耦合表象的基矢应该是J2
1 , J

2
2 , J

2, Jz 的共同本征态，记为|j1j2jmj〉耮 满足

J2
1 |j1j2jmj〉 耽 j1耨j1 耫 耱耩~2|j1j2jmj〉 耨耶耮耸耵耩

J2
2 |j1j2jmj〉 耽 j2耨j2 耫 耱耩~2|j1j2jmj〉 耨耶耮耸耶耩

J2|j1j2jmj〉 耽 j耨j 耫 耱耩~2|j1j2jmj〉 耨耶耮耸耷耩

Jz|j1j2jmj〉 耽 mj~|j1j2jmj〉 耨耶耮耸耸耩

现在的问题是将两个表象的基矢的关系找到耮 我们假设

|j1j2jmj〉 耽
∑
m1,m2

Cj,mjm1,m2
|j1m1〉|j2m2〉 耨耶耮耸耹耩

由于Jz 耽 Jz耨耱耩 耫 Jz耨耲耩耬

Jz|j1j2jmj〉 耽
∑
m1,m2

耨m1 耫m2耩~Cj,mjm1,m2
|j1m1〉|j2m2〉 耨耶耮耹耰耩

如果求和只包含m1 耫m2 耽 mj的项耺

|j1j2jmj〉 耽
∑

m1+m2=mj

Cj,mjm1,m2
|j1m1〉|j2m2〉 耨耶耮耹耱耩

就可以满足mj 耽 m1 耫m2耬 并且是Jz的本征态耮

此外给定j1, j2可以得到的j并不唯一耮 比如轨道和自旋角动量耦合时j 耽 l 耫 耱/耲，也可以是j 耽 l − 耱/耲耮

由于m1最多为j1耬 m2最多为j2耬 所以mj最多可以是j1 耫 j2耬 这说明j最多为

j1 耫 j2 耽 jmax. 耨耶耮耹耲耩

我们可以通过比较耦合表象与非耦合表象的聈聩聬聢聥聲聴空间维度来找到j的最小取值耮

jmax∑
j=jmin

耨耲j 耫 耱耩 耽 耨耲j1 耫 耱耩耨耲j2 耫 耱耩 耨耶耮耹耳耩

其中
jmax∑
j=jmin

耨耲j 耫 耱耩 耽 耨jmax 耫 jmin 耫 耱耩耨jmax − jmin 耫 耱耩. 耨耶耮耹耴耩

我们得到

j2
min 耽 耨j1 − j2耩2 耨耶耮耹耵耩

所以jmin 耽 |j1 − j2|. 这也可以用三角形三边关系形象地表示耮

在|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 耫 j2给定的情况下，mj可以取−j,−j 耫 耱, . . . , j耮 给定j,mj 耬 C
j,mj
m1,m2是确定的，称

为聃耭聇系数耮 可以理解为两个表象基矢的内积

Cj,mjm1,m2
耽 〈j2,m2|〈j1,m1|j1j2jmj〉 耨耶耮耹耶耩

表耶耮耱耬耶耮耲给出了两种情况耮
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联聡聢聬聥 耶耮耱耺 例耱耺 自旋和轨道角动量耦合耮 j1 耽 l, j2 耽 耱/耲耻mj 耽 m1 耫m2耮

m2 耽 耱/耲 m2 耽 −耱/耲

j 耽 j1 耫 耱/耲,mj

√
j1+mj+1/2

2j1+1

√
j1−mj+1/2

2j1+1

j 耽 j1 − 耱/耲,mj −
√

j1−mj+1/2
2j1+1

√
j1+mj+1/2

2j1+1

联聡聢聬聥 耶耮耲耺 例耲耺 角动量耦合耺j2 耽 耱.m2 耽 耱, 耰,−耱耮 m1 耽 mj −m2

m2 耽 耱 m2 耽 耰 m2 耽 −耱

j 耽 j1 耫 耱,mj

√
(j1+mj)(j1+mj+1)

(2j1+1)(2j1+2)

√
(j1−mj+1)(j1+mj+1)

(j1+1)(2j1+1)

√
(j1−mj)(j1−mj+1)

(2j1+1)(2j1+2)

j 耽 j1,mj 耭
√

(j1+mj)(j1−mj+1)
2j1(j1+1)

mj√
j1(j1+1)

√
(j1−mj)(j1+mj+1)

2j1(j1+1)

j 耽 j1 − 耱,mj

√
(j1−mj)(j1−mj+1)

2j1(2j1+1) −
√

(j1−mj)(j1+mj)
j1(2j1+1)

√
(j1+mj+1)(j1+mj)

2j1(2j1+1)

6.6 EPR佯佯佯谬谬谬与与与Bell不不不等等等式式式

历史上聅聩聮聳聴聥聩聮等人提出了著名的聅聐聒佯谬，用来质疑量子力学的理论基础耮 Bohm根据他们的理论提出了

以下理想实验耮

考虑一个中性π0介子的衰变

π0 → e− 耫 e+. 耨耶耮耹耷耩

由于介子自旋为零，所以电子和正电子形成单态，飞向两边（假设电子飞向左边耬 记为粒子耱耻 正电子向右耬

记为粒子耲）耺
耱√
耲
耨|耫〉1|−〉2 − |−〉1|耫〉2耩. 耨耶耮耹耸耩

我们利用两个聓聇装置测量两个电子的自旋z分量耮

单独看两边的测量结果

〈Sz耨耱耩〉 耽
耱

耲

~
耲
耫

耱

耲
耨−~

耲
耩 耽 耰 耨耶耮耹耹耩

〈Sz耨耲耩〉 耽
耱

耲

~
耲
耫

耱

耲
耨−~

耲
耩 耽 耰 耨耶耮耱耰耰耩

更直接地考虑：|耫〉1|−〉2是Sz耨耱耩的本征态，本征值为~/耲耻 |−〉1|耫〉2也是Sz耨耱耩的本征态，本征值是−~/耲耻 几
率各为耱耯耲耮 所以平均仍为耰耮

但是如果把两边的结果乘起来，就是说读取Sz耨耱耩Sz耨耲耩耬 并计算其统计平均，也就是量子力学期望值

〈Sz耨耱耩Sz耨耲耩〉 耽
耱√
耲
耨2〈−|1〈耫| −2 〈耫|1〈−|耩Sz耨耱耩Sz耨耲耩

耱√
耲
耨|耫〉1|−〉2 − |−〉1|耫〉2耩 耽 −

~2

耴
耨耶耮耱耰耱耩

更直接地考虑：|耫〉1|−〉2是Sz耨耱耩Sz耨耲耩的本征态，本征值为−~2/耴耻 |−〉1|耫〉2也是Sz耨耱耩Sz耨耲耩的本征态，本征
值还是−~2/耴耻 几率各为耱耯耲耮 所以平均仍为−~2/耴耮

虽然Sz耨耱耩, Sz耨耲耩取±~
2的几率都是

1
2 耬 但是Sz耨耱耩取

~
2，Sz耨耲耩一定取−

~
2，反之亦反耮

两个电子之间有关联，这称为量量量子子子关关关联联联！！！

根据量子力学，容易证明

〈耨~σ1 · ~n1耩耨~σ2 · ~n2耩〉 耽 −~n1 · ~n2 耨耶耮耱耰耲耩

记为P 耨~n1, ~n2耩耬 其中~n1与~n2为两台SG1, SG2的测量测量方向耮
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进一步，让我们设想：在左边完成了对电子的Sz测量，为向上，那么此之后对右边正电子测量Sz结果就

永远为向下耮 这是由于波函数应该塌缩Sz耨耱耩的本征值为~/耲的本征态耻 由于两个粒子处于耨耶耮耹耸耩耬 所以实际塌

缩到

|耫〉1|−〉2. 耨耶耮耱耰耳耩

我们可以设置SG1, SG2在非常远的地方，保证测量发生在同时（误差老t · c < 老s耬 c为光速，老s为距离耩耮 按

相对论语言，两点是聜类空耢的，应该没有因果关系！可是波函数的塌缩改变了类空距离之外的粒子的状态耮

因此，似乎与相对论矛盾耮 这就是聅聩聮聳聴聥聩聮耬 聐聯聤聯聬聳聫聹耬 聒聯聳聥聮提出的聅聐聒佯谬耬 建立在任何影响的传播速度不

能大于光速的基础上耮 他们进而认为量量量子子子力力力学学学是是是‘不不不完完完备备备’的的的耮 波函数并不是所有，为为为了了了完完完全全全描描描述述述系系系统统统的的的状状状

态态态，，，需需需要要要某某某个个个额额额外外外的的的参参参量量量λ, 称称称为为为隐隐隐变变变量量量耮

隐变量理论是否正确一直没法验证耮 直到耱耹耶耴年，聊耮 聂聥聬聬证明了隐变量理论要求测量结果必须遵从聂聥聬聬不

等式，而量子力学理论没有这个要求耮 这为试验验证提供了基础耮

Bell建议测量P 耨~n1, ~n2耩耬 即两个自旋乘积的平均值耮 隐变量理论要求结果必须满足

|P 耨~n1, ~n2耩− P 耨~n1, ~n3耩| ≤ 耱 耫 P 耨~n2, ~n3耩, 耨耶耮耱耰耴耩

这就是著著著名名名的的的Bell不不不等等等式式式耮

量子理论明显不满足这一不等式耺 取~n1, ~n2, ~n3在一个平面内耬 ~n1, ~n2成π/耲耬 ~n3与它们成π/耴耮 于是根据量子

力学结果耨耶耮耱耰耲耩

P 耨~n1, ~n2耩 耽 耰, 耨耶耮耱耰耵耩

P 耨~n1, ~n3耩 耽 −
耱√
耲
耽 P 耨~n2, ~n3耩 耨耶耮耱耰耶耩

Bell不等式为
√

2
2 ≤ 耱−

√
2

2 耬 不成立！

6.6.1 Bell不不不等等等式式式的的的证证证明明明

隐变量理论认为波函数没有完全描述系统，为了完全描述系统的状态，需要某个额外的参量λ耮

假设完全耨聣聯聭聰聬聥聴聥耩的态由λ给出耬 λ在每个π介子衰变时都不一样，我们既不理解也没法控制它耮 换言

之，两个粒子的态不是确定的耨耶耮耹耸耩耮

进一步，我们假设在测量σ~n时，左边电子的测量与右边正电子的角度~n
′完全无关耮 （可以在刚要测量电

子之前，由正电子一端实验者设置~n′耬 使得没有信息可以传达到电子一端）耮

实验结果一定可以写成某种函数

A耨~n, λ耩 耽 ±耱, 耨耶耮耱耰耷耩

同理，对于右边的试验结果，一定可以写成另一个函数

B耨~n′, λ耩 耽 ±耱 耨耶耮耱耰耸耩

注意λ是描述整个状态的耮 我们同时知道实验结果要求：对相同方向~n1耬 测量结果A,B反平行，因此对所有

的λ耬 满足

A耨~n1, λ耩 耽 −B耨~n1, λ耩 耨耶耮耱耰耹耩

但要点是耺 这这这不不不是是是通通通过过过波波波函函函数数数塌塌塌缩缩缩来来来保保保证证证的的的，，，而而而是是是由由由之之之前前前π介介介子子子衰衰衰变变变时时时的的的变变变量量量λ保保保证证证的的的.

我们来根据隐变量理论计算测量的平均值

P 耨~n1, ~n2耩 耽

∫
ρ耨λ耩A耨~n1, λ耩B耨~n2, λ耩dλ, 耨耶耮耱耱耰耩

其中ρ耨λ耩 是经经经典典典几几几率率率密密密度度度耺 满足归一化，非负性耮
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根据聅聱耮 耨耶耮耱耰耹耩耬

P 耨~n1, ~n2耩 耽 −
∫
ρ耨λ耩A耨~n1, λ耩A耨~n2, λ耩dλ 耨耶耮耱耱耱耩

注意如果~n1 耽 ~n2耬 那么上式为耭耱耬 是我们试图利用的实验事实耮

现在我们考虑第三个方向~n3耬 它是任意的

P 耨~n1, ~n2耩− P 耨~n1, ~n3耩 耽 −
∫
ρ耨λ耩聛A耨~n1, λ耩A耨~n2, λ耩−A耨~n1, λ耩A耨~n3, λ耩聝dλ 耨耶耮耱耱耲耩

由于耨A耨~n, λ耩耩2 耽 耱.（因为测量值为±耱）

P 耨~n1, ~n2耩− P 耨~n1, ~n3耩 耽 −
∫
ρ耨λ耩聛耱−A耨~n2, λ耩A耨~n3, λ耩聝A耨~n1, λ耩A耨~n2, λ耩dλ

由于耨耶耮耱耰耷耩耬

−耱 ≤ A耨~n1, λ耩A耨~n2, λ耩 ≤ 耱, 耨耶耮耱耱耳耩

ρ耨λ耩聛耱−A耨~n2, λ耩A耨~n3, λ耩聝 ≥ 耰 耨耶耮耱耱耴耩

绝对值小于

|P 耨~n1, ~n2耩− P 耨~n1, ~n3耩| ≤
∫
ρ耨λ耩聛耱−A耨~n2, λ耩A耨~n3, λ耩聝dλ

耽 耱−
∫
ρ耨λ耩A耨~n2, λ耩耨−B耨~n3, λ耩耩dλ

耽 耱 耫 P 耨~n2, ~n3耩

这就是聂聥聬聬不等式了耮

我们的出发点是耨耶耮耱耱耰耩耬即两个方向的关联是通过事先存在的隐变量决定的，而不是波函数的塌缩耮

目前，已有大量实验符合量子力学预言，违背Bell不等式！波函数的瞬间塌缩是解释实验所必需的耮

但是波函数的塌缩会不会带来因果性的灾难？实际上一个操作左边电子测量的人，可以根据自己的实验

记录知道右边正电子的实验记录；但是却没有任何方法可以利用他的测量对右边正电子测量的人发出一个

能够产生后果的信号耬 因此并不违背相对论耮 （请大家参考聇聲聩耎聴聨聳书耱耲耮耲节耮 ）



Chapter 7

全全全同同同粒粒粒子子子和和和波波波函函函数数数的的的交交交换换换对对对称称称性性性

7.1 多多多粒粒粒子子子波波波函函函数数数

前面我们讨论两个自旋的耦合的时候，已经涉及到了两个粒子耢波函数耢耮 比如两个自旋的态矢量可以写成

|α〉 耽
∑

ms=±1/2,m′s=±1/2

cms,m′s |ms〉1|m′s〉2 耨耷耮耱耩

这里cms,m′s可以理解为波函数耮

我们描述单粒子的空间运动状态时，可以用坐标表象耮

|ψ〉 耽
∫
dxψ耨~r耩|~r〉 耨耷耮耲耩

ψ耨~r, t耩 是单粒子波函数耨考虑了它会随时间演化耩耮 |ψ耨~r, t耩|2 是~r处粒子出现的几率密度耮 如果我们研究的

系统里面有两个粒子，那么体系的波函数应该写为ψ耨~r1, ~r2, t耩耮 |ψ耨~r1, ~r2, t耩|2是在~r1附近d~r1发现粒子耱，在~r2

附近d~r2内发现粒子耲 的几率密度耮 满足归一化∫
|ψ耨~r1, ~r2, t耩|2d~r2d~r2 耽 耱 耨耷耮耳耩

和S − eq耺

i~
∂ψ耨~r1, ~r2, t耩

∂t
耽 Hψ耨~r1, ~r2, t耩 耨耷耮耴耩

其中

H 耽
p2

1

耲m1
耫 V 耨~r1耩 耫

p2
2

耲m2
耫 V 耨~r2耩 耫 V 耨~r1, ~r2耩 耨耷耮耵耩

V 耨~r1耩, V 耨~r2耩分别是两个粒子在外场中的势能耬 V 耨~r1, ~r2耩是粒子之间的相互作用势能。p1 和p2分别是粒

子耱和耲的动量算符：

聞p1 耽 −i~ ∂

∂~r1
, 聞p2 耽 −i~ ∂

∂~r2
耨耷耮耶耩

分离变量解为

ψ耨~r1, ~r2, t耩 耽 ψE耨~r1, ~r2耩e
−iEt

~ , 耨耷耮耷耩

其中空间波函数ψE满足

耨
p2

1

耲m1
耫 V 耨~r1耩 耫

p2
2

耲m2
耫 V 耨~r2耩 耫 V 耨~r1, ~r2耩耩ψE耨~r1, ~r2耩 耽 EψE耨~r1, ~r2耩 耨耷耮耸耩

我们来研究一个例子：一维无限深势阱（宽a）中有两个粒子

H 耽
p2

1

耲m1
耫 V 耨x1耩 耫

p2
2

耲m2
耫 V 耨x2耩 耫 V 耨x1, x2耩. 耨耷耮耹耩

耱耳耳
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V 耨x1耩, V 耨x2耩是阱，V 耨x1, x2耩是相互作用，我们忽略相互作用耮 则

聞H 耽 聞h1耨x1耩 耫 聞h2耨x2耩, 耨耷耮耱耰耩

聞h1, 聞h2分别是两个粒子单独在阱中的Hamiltonian，本征方程耨耷耮耸耩中ψE耨x1, x2耩 可再分离变量

ψE耨x1, x2耩 耽 ψE1
耨x1耩ψE2

耨x2耩. 耨耷耮耱耱耩

即

聞HψE1耨x1耩ψE2耨x2耩 耽 聞h1耨x1耩ψE1
耨x1耩ψE2

耨x2耩 耫 聞h2耨x2耩ψE1
耨x1耩ψE2

耨x2耩

耽 EψE1耨x1耩ψE2耨x2耩

两边除以ψE1
耨x1耩ψE2

耨x2耩耬 有

聞h1耨x1耩ψE1
耨x1耩 耽 E1ψE1

耨x1耩, 耨耷耮耱耲耩

聞h2耨x2耩ψE2
耨x2耩 耽 E2ψE2

耨x2耩, 耨耷耮耱耳耩

E 耽 E1 耫 E2. 耨耷耮耱耴耩

波函数和能级我们知道

ψE1
耨x1耩 耽

√
耲

a
聳聩聮

n1π

a
x1, E1 耽

~2

耲m1

n2
1π

2

a2

ψE2
耨x2耩 耽

√
耲

a
聳聩聮

n2π

a
x2, E2 耽

~2

耲m2

n2
2π

2

a2

ψE1耨x1耩ψE2耨x2耩 可简写为ψn1耨x1耩ψn2耨x2耩 耬 或者利用聄聩聲聡聣记号，写为|E〉 耽 |n1〉1|n2〉2耬

ψn1
耨x1耩ψn2

耨x2耩 耽2 〈x2|1〈x1|E〉. 耨耷耮耱耵耩

抽象地说，这种情况就是

ψ耨~r1, ~r2耩 耽 ψa耨~r1耩ψb耨~r2耩 耨耷耮耱耶耩

粒子耱处于a态，粒子耲处于b态耮

7.2 交交交换换换对对对称称称与与与反反反对对对称称称，，，不不不可可可分分分辨辨辨的的的全全全同同同粒粒粒子子子

如果两个粒子是不同的粒子：质量，自旋，电荷中至少一个不同，以上讨论没有问题耮

如果两个粒子是全同粒子，以上讨论实实实际际际上上上区区区分分分了了了它它它们们们：粒子耱在n1态，粒子耲在n2态，而这是不可能

的，没有办法给两个粒子聜上色耢，微观粒子的特征聜非常少耢！

量量量子子子力力力学学学基基基本本本原原原理理理：：：全全全同同同粒粒粒子子子不不不可可可分分分辨辨辨!

因此

|ψ耨~r1, ~r2耩|2 耽 |ψ耨~r2, ~r1耩|2 耨耷耮耱耷耩

第一个自变量为第一个粒子的位置，第二个自变量是第二个粒子的位置耺 左边为粒子耱在~r1，粒子耲在~r2，右

边为粒子耱在~r2，粒子耲在~r1耮 那么

cψ耨~r1, ~r2耩 耽 ψ耨~r2, ~r1耩, 耨耷耮耱耸耩

其中|c| 耽 耱耮

引入交换算符 聞P12耺

聞P12ψ耨~r1, ~r2耩 耽 ψ耨~r2, ~r1耩 耽 cψ耨~r1, ~r2耩 耨耷耮耱耹耩
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再来一次：

聞P12
聞P12ψ耨~r1, ~r2耩 耽 c2ψ耨~r1, ~r2耩 耨耷耮耲耰耩

但是 聞P12
聞P12 耽 耱耬 因为两次交换等于没换耬 所以

c2 耽 耱, c有两种可能{
耱 Bosons 交换对称

−耱 Fermions 反对称

就是说，全同粒子波函数必须满足

ψ耨~r1, ~r2耩 耽 ±ψ耨~r2, ~r1耩

这是量子力学的原理耮

• 所有自旋为~整数倍的粒子为玻色子，包括复合粒子，原子，介子，光子

• 所有自旋为~半整数倍的粒子为费米子，质子，电子，夸克

• 自旋与交换对称性的关系是相对论的结论，我们这里接受

回到前面的例子，若两个粒子全同：m1 耽 m2耬在n1 6耽 n2的情况下，能量本征态应为：

Bosons 耺 ψE耨x1, x2耩 耽
耱√
耲
聛ψn1

耨x1耩ψn2
耨x2耩 耫 ψn2

耨x1耩ψn1
耨x2耩聝

Fermions 耺 ψE耨x1, x2耩 耽
耱√
耲
聛ψn1耨x1耩ψn2耨x2耩− ψn2耨x1耩ψn1耨x2耩聝

或者写成

|ψE〉 耽
耱√
耲
耨|n1〉1|n2〉2 耫 |n2〉1|n1〉2耩,聂聯聳聯聮 耨耷耮耲耱耩

|ψE〉 耽
耱√
耲
耨|n1〉1|n2〉2 − |n2〉1|n1〉2耩,聆聥聲聭聩聯聮 耨耷耮耲耲耩

意思是：一一一个个个粒粒粒子子子处处处于于于n1态态态，，，另另另外外外一一一个个个处处处于于于n2态态态.

当n1 耽 n2时，

Boson 耺 ψE耨x1, x2耩 耽 ψn1
耨x1耩ψn2

耨x2耩, 耨耷耮耲耳耩

Fermion 耺 ψE耨x1, x2耩 耽 ψn1耨x1耩ψn2耨x2耩− ψn1耨x2耩ψn2耨x1耩 耽 耰 耨耷耮耲耴耩

两个玻色子可以处于一个状态，而两个费米子不行耬 这就是泡泡泡利利利不不不相相相容容容原原原理理理.

可以看到耬 P12也可理解为两个粒子交换了状态耮

由于粒子全同，哈密顿算符是交换不变的耺

P12H耨耱, 耲耩 耽 H耨耲, 耱耩 耽 H耨耱, 耲耩 耨耷耮耲耵耩

因此

聛P12, H耨耱, 耲耩聝ψ耨r1, r2耩 耽 P12耨H耨耱, 耲耩ψ耨r1, r2耩耩−H耨耱, 耲耩P12ψ耨r1, r2耩

耽 H耨耲, 耱耩ψ耨r2, r1耩−H耨耱, 耲耩ψ耨r2, r1耩 耽 耰
耨耷耮耲耶耩

这说明P12与H耨耱, 耲耩有共同本征态耬 其实就是前面找到的对称或反对称形式耮 而这种对称性或反对称性是守恒

的，不随时间变化的耮
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然而前面的讨论没有考虑自旋状态。如果考虑自旋状态耬 粒子的状态应该是ψn耨~r耩χms 耬 再要求交换后波函

数对称或反对称耮

比如电子，耨耷耮耲耲耩可以写为

|ψE〉 耽
耱√
耲
耨|n1ms〉1|n2m

′
s〉2 − |n2m

′
s〉1|n1ms〉2耩 耨耷耮耲耷耩

写成波函数

ψE耨x1, x2耩 耽 2〈x2|1〈x1|ψE〉

耽
耱√
耲
耨ψn1

耨x1耩χms耨耱耩ψn2
耨x2耩χm′s耨耲耩

−ψn2
耨x1耩χm′s耨耱耩ψn1

耨x2耩χms耨耲耩耩 耨耷耮耲耸耩

如果我们把量子数耨n,ms耩统一记为k耬 那么上式可以写为

|ψE〉 耽
耱√
耲
耨|k〉1|k′〉2 − |k′〉1|k〉2耩 耨耷耮耲耹耩

或者简写为波函数

ψE耨耱, 耲耩 耽
耱√
耲
耨ψk耨耱耩ψk′耨耲耩− ψk′耨耱耩ψk耨耲耩耩 耨耷耮耳耰耩

当n1 耽 n2时耬 如果ms1 耽 耱/耲 6耽 ms2 耽 −耱/耲耬 系统状态是

|ψE〉 耽
耱√
耲
耨|n1, 耱/耲〉1|n1,−耱/耲〉2 − |n1,−耱/耲〉1|n1, 耱/耲〉2耩 耨耷耮耳耱耩

写成波函数

ψE耨x1, x2耩 耽2 〈x2|1〈x1|ψE〉 耽 ψn1耨x1耩ψn1耨x2耩聛χ 1
2
耨耱耩χ− 1

2
耨耲耩− χ− 1

2
耨耱耩χ 1

2
耨耲耩聝 耨耷耮耳耲耩

我们看到此时空间波函数交换对称，自旋波函数反对称，整个波函数满足交换反对称。其实在n1 6耽 n2时也

可以构造这样的波函数，比如耺

耱√
耲
聛ψn1

耨x1耩ψn2
耨x2耩 耫 ψn2

耨x1耩ψn1
耨x2耩聝χ00 耨耷耮耳耳耩

它是耨n1, 耱/耲耻n2,−耱/耲耩与耨n2, 耱/耲耻n1,−耱/耲耩的叠加态。
同理，在n1 6耽 n2时，交换反对称还可以是空间波函数反对称，自旋对称耮

耱√
耲
聛ψn1耨x1耩ψn2耨x2耩− ψn2耨x1耩ψn1耨x2耩聝


χ11

χ10

χ1−1

耨耷耮耳耴耩

7.2.1 一一一般般般性性性讨讨讨论论论

我们现在考虑任意两个无相互作用全同粒子构成的系统耺 H 耽 h耨耱耩耫 h耨耲耩耬 h耨耱耩与h耨耲耩形式相同，其本征方程

为

hϕk 耽 εkϕk, 耨耷耮耳耵耩

k为一组好量子数，显然

Hϕk1
耨耱耩ϕk2

耨耲耩 耽 耨εk1
耫 εk2

耩ϕk1
耨耱耩ϕk2

耨耲耩 耨耷耮耳耶耩

根据前面的讨论，系统的能量本征态应该是对称或反对称的耮
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• 聂聯聳聯聮聳耺

ψ
(S)
k1k2

耽 {
1√
2
聛ϕk1耨~r1耩ϕk2耨~r2耩 耫 ϕk2耨~r1耩ϕk1耨~r2耩聝, k1 6耽 k2

ϕk1
耨~r1耩ϕk1

耨~r2耩 k1 耽 k2

• 聆聥聲聭聩聯聮聳

ψ
(A)
k1k2

耽
耱√
耲
聛ϕk1耨~r1耩ϕk2耨~r2耩− ϕk2耨~r1耩ϕk1耨~r2耩聝

耽
耱√
耲

∣∣∣∣∣ϕk1耨~r1耩 ϕk1耨~r2耩

ϕk2耨~r1耩 ϕk2耨~r2耩

∣∣∣∣∣
必须k1 6耽 k2耮 聰聡聵聬聩不相容原理！

可推广到N个粒子的情况

Pijψ耨x1, · · · , xi, · · · , xj , · · · , xN 耩

耽 ψ耨x1, · · · , xj , · · · , xi, · · · , xN 耩

耽 ±ψ耨x1, · · · , xi, · · · , xj , · · · , xN 耩

例如，耳个Bosons处于不同的k1, k2, k3态：

ψ
(s)
k1k2k3

耽
耱√
耳耡
耨ψk1

耨耱耩ψk2
耨耲耩ψk3

耨耳耩 耫 ψk2
耨耱耩ψk1

耨耲耩ψk3
耨耳耩 耫 · · · 耩

耳耡是k1, k2, k3的所有不同排列的数目耮

两个处于k1耬 一个处于k2 6耽 k1耺

ψ
(s)
k1k1k3

耽

√
耲耡√
耳耡
聛ψk1

耨耱耩ψk1
耨耲耩ψk2

耨耳耩 耫 ψk2
耨耱耩ψk1

耨耲耩ψk1
耨耳耩 耫 ψk1

耨耱耩ψk2
耨耲耩ψk1

耨耳耩聝

耲耡是相同的两个态k1, k2的排列数耮

三个都处于同一个k1耺

ψ
(s)
k1k1k1

耽 ψk1
耨耱耩ψk1

耨耲耩ψk1
耨耳耩

总的项数是全排列数除以相同态之间的排列数。因此归一化因子选为项数分之一再开方耮

耳个Fermion必须在不同的态

ψ
(A)
k1k2k3

耽
耱√
耳耡

∣∣∣∣∣∣∣
ψk1耨耱耩 ψk1耨耲耩 ψk1耨耳耩

ψk2耨耱耩 ψk2耨耲耩 ψk2耨耳耩

ψk3耨耱耩 ψk3耨耲耩 ψk3耨耳耩

∣∣∣∣∣∣∣



耱耳耸 聃聈聁聐联聅聒 耷耮 全同粒子和波函数的交换对称性

7.3 量量量子子子统统统计计计

考虑一个能级ε是三重简并的：k1, k2, k3耬 如图耷耮耱所示耬 两个粒子占据（E 耽 耲ε耩耬 可以有几种不同的状态？

聆聩聧聵聲聥 耷耮耱耺 一个三重简并的能级耮

图耷耮耲给出了粒子是玻色子、费米子或者可分辨三种情况下的微观状态数耮

聆聩聧聵聲聥 耷耮耲耺 两个粒子占据三重简并的能级对应的量子态耮

如果是N个粒子占据f重简并的能级，会有多少种情况？

如果一个能级的简并度小于系统的粒子数，此时费米子将不得不寻找其他能级去占据。

我们看到波函数的交换对称性可以限制一个系统所允许的微观状态数目！当然，我们这里讨论的是没有

相互作用的多粒子系统耬在给定总能量的情况耮 这种限制可以严重改变一个宏观物理系统的性质！量子力学

不是只有微观效应！
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7.4 交交交换换换力力力

全同性原理还能带来什么物理效应？我们来考虑一个一维例子耺 一个粒子处于ψa耨x耩，另一个ψb耨x耩，各自归

一耮 并且彼此正交
∫
ψ∗a耨x耩ψb耨x耩dx 耽 耨ψa, ψb耩 耽 〈a|b〉 耽 耰耮

聆聩聧聵聲聥 耷耮耳耺 两个粒子分别处于两个量子态ψa耬 ψb耮

如果两个粒子可分辨：

ψ耨x1, x2耩 耽 ψa耨x1耩ψb耨x2耩

如果全同

Bosons 耺 ψ+耨x1, x2耩 耽
耱√
耲
聛ψa耨x1耩ψb耨x2耩 耫 ψb耨x1耩ψa耨x2耩聝

Fermions 耺 ψ−耨x1, x2耩 耽
耱√
耲
聛ψa耨x1耩ψb耨x2耩− ψb耨x1耩ψa耨x2耩聝

计算平均距离的平方：

〈耨x1 − x2耩
2〉 耽 〈x2

1〉耫 〈x2
2〉 − 耲〈x1x2〉

其中〈A〉 耽
∫
dx1dx2ψ

∗耨x1, x2耩Aψ耨x1, x2耩耮

首先我们考虑可分辨情形：

〈x2
1〉 耽

∫
x2

1|ψa耨x1耩|2|ψb耨x2耩|2dx1dx2

耽

∫
x2

1|ψa耨x1耩|2dx1

耽 〈x2〉a ≡ 〈a|x2|a〉

〈x2
2〉 耽 〈x2〉b

〈x1x2〉 耽
∫
x1|ψa耨x1耩|2dx1

∫
x2|ψb耨x2耩|2dx2 耽 〈x〉a〈x〉b

∴ 〈耨x1 − x2耩
2〉 耽 〈x2〉a 耫 〈x2〉b − 耲〈x〉a〈x〉b

对于全同粒子：

〈x2
1〉 耽

耱

耲
聛

∫
x2

1|ψa耨x1耩|2dx1

∫
|ψb耨x2耩|2dx2 耫

∫
x2

1|ψb耨x1耩|2dx1

∫
|ψa耨x2耩|2dx2

±
∫
x2

1ψ
∗
a耨x1耩ψb耨x1耩dx1

∫
ψ∗b 耨x2耩ψa耨x2耩dx2 ±

∫
x2

1ψ
∗
b 耨x1耩ψa耨x1耩dx1

∫
ψ∗a耨x2耩ψb耨x2耩dx2聝

耽
耱

耲
聛〈x2〉a 耫 〈x2〉b聝 划横线的两个积分正交

类似

〈x2
2〉 耽

耱

耲
聛〈x2〉a 耫 〈x2〉b聝 与上式结果不能区分
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〈x1x2〉 耽
耱

耲
聛

∫
x1|ψa耨x1耩|2dx1

∫
x2|ψb耨x2耩|2dx2 耫

∫
x1|ψb耨x1耩|2dx1

∫
x2|ψa耨x2耩|2dx2

±
∫
x1ψ

∗
a耨x1耩ψb耨x1耩dx1

∫
x2ψ

∗
b 耨x2耩ψa耨x2耩dx2

±
∫
x1ψ

∗
b 耨x1耩ψa耨x1耩dx1

∫
x2ψ

∗
a耨x2耩ψb耨x2耩dx2聝

耽
耱

耲
聛耲〈x〉a〈x〉b ± 耲〈x〉ab〈x〉ba聝

耽 〈x〉a〈x〉b ± |〈x〉ab|2

其中〈x〉ab 耽 〈a|x|b〉 耽
∫
ψ∗a耨x耩xψb耨x耩dx耮

〈耨x1 − x2耩
2〉± 耽 〈x2〉a 耫 〈x2〉b − 耲〈x〉a〈x〉b ∓ 耲|〈x〉ab|2

与可分辨粒子的差别：∓耲|〈x〉ab|2

Boson趋于相互靠近，Fermion聜排斥耢！前提是波函数重叠耬 即〈a|x|b〉 6耽 耰耮

现实计算中，没没没有有有重重重叠叠叠波波波函函函数数数的的的全全全同同同粒粒粒子子子可可可视视视为为为“可可可分分分辨辨辨”.

例子耺 H2分子，其基态由两个电子的基态组成，一个以第一个原子核为中心，另一个以第二个原子核为

中心。这两个电子的空间波函数可以是对称的，而自旋反对称耮 对称的空间波函数重叠，导致聜吸引耢耬 使得

电子在两个原子核中间聚拢，这样形成负电荷在原子核中间的积累，从而导致原子核收到向内的吸引力。

这就是共价键的起源耮

另一个例子：氦原子基态和激发态的计算。

H 耽
P 2

1

耲µ
− Ze2

r1
耫
P 2

2

耲µ
− Ze2

r2
耫

e2

r12
耨耷耮耳耷耩

最后一项是两个电子之间的相互作用（库仑排斥）。前面四项是两个电子在氦核的库仑场中的动能和势

能，写为H0 耽 h耨耱耩 耫 h耨耲耩. 基态为

耉100耨耱耩耉100耨耲耩χ00 耨耷耮耳耸耩

这种空间波函数对称，自旋反对称的状态称为仲氦；相反，如果空间波函数反对称，自旋对称耨χ1Ms
耩，称

为正氦。显然，基态能量为

E
(0)
1 耽 −耲Z

2e2

耲a
耽 −耴e2

a
≈ −耱耰耹eV. 耨耷耮耳耹耩

现在考虑电子之间的库仑排斥。我们对基态作微扰计算：

〈H ′〉 耽
∫

聤3r1聤
3r2耉

∗
100耨r1耩耉

∗
100耨r2耩

e2

r12
耉100耨r1耩耉100耨r2耩 耨耷耮耴耰耩

其中

耉100 耽
Z3/2

√
πa3/2

聥−Zr/a

利用公式 ∫
耱

r12
聥−α(r1+r2)聤3r1聤

3r2 耽
耲耰π2

α5
耨耷耮耴耱耩

其中α > 耰耮 我们得到

〈H ′〉 耽 耵Ze2

耸a
耨耷耮耴耲耩

这个排斥能使得基态能量从−耱耰耹eV变为−耷耹eV 耮

现在我们问激发态是什么样的？应该由耉nlm耉100构成对称或反对称的空间波函数。（两个电子都处于激

发态不稳定）耮 由于对称的空间波函数使电子更靠近，所以〈r12〉小，所以仲氦的能量高；相反相同nlm的情
况下，正氦的能量低。

对于大质量原子能级的解释，请参考聇聲聩耎聴聨聳书第耵耮耲耮耲节。
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聆聩聧聵聲聥 耷耮耴耺 氦原子能谱。纵轴数值是相对于氦离子基态能耭耵耴耮耴聥聖耬 即应该减去耵耴耮耴聥聖耮
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Chapter 8

量量量子子子跃跃跃迁迁迁

一个处于定定定态态态的微观粒子在什么情况下会聜跃迁耢到其它状态？

8.1 核核核磁磁磁共共共振振振

考虑一个强磁场中的自旋 1
2粒子，比如由图中固体中的一个质子

其哈密顿量可以写为

H0 耽 −µzBz 耽 −
~
耲
ω0σz, 耨耸耮耱耩

这里我们忽略其空间运动耬 并利用了µz 耽
gpesz
2mpc

耽
gpe~
4mpc

σz耬 并且定义ω0 ≡ gpBze
2mpc

耮

系统的两个能量本征态为α与β，其中α 态为基态耬 且设为初态耮 如果没有其它的扰动，粒子将永远处

于α态耮

χ耨t耩 耽 αe−iEαt/~, Eα 耽 −~ω0

耲
耨耸耮耲耩

现在考虑加上x方向弱变磁场Bx 聣聯聳ωt耮 系统的哈密顿量为

H 耽 −~
耲
ω0σz − µxBx 聣聯聳ωt 耽 −

~
耲
ω0σz − ~δσx 聣聯聳ωt, 耨耸耮耳耩

其中δ ≡ gpBxe
4mpc

耮 问χ耨t耩会怎么演化？

很自然，我们求解聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲 方程

i~ 聟χ耨t耩 耽 Hχ 耽 耨−~
耲
ω0σz − ~δ 聣聯聳ωtσx耩χ耨t耩. 耨耸耮耴耩

在Sz表象看：χ耨t耩 耽 c1耨t耩α耫 c2耨t耩β耮 考虑到定态的时间演化耬 进一步假设

c1耨t耩 耽 c1e
iω0t

2 , c2耨t耩 耽 c2e
− iω0t

2 耨耸耮耵耩

耱耴耳
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聆聩聧聵聲聥 耸耮耱耺 没有加交变磁场时系统的能级与量子态耮 设核自旋初态是α态耮

代入耨耸耮耴耩

i~耨 聟c1e
iω0t

2 α耫 聟c2e
− iω0t

2 β耩 耫 i~耨
iω0

耲
c1e

iω0t
2 α− iω0

耲
c2e
− iω0t

2 β耩 耨耸耮耶耩

耽 −~ω0

耲
耨c1e

iω0t
2 α− c2e−

iω0t
2 β耩− ~δ 聣聯聳ωt耨c1e

iωt
2 β 耫 c2e

− iω0t
2 α耩 耨耸耮耷耩

化简得到

i~耨 聟c1e
iω0t

2 α耫 聟c2e
− iω0t

2 β耩 耽 −~δ 聣聯聳ωt耨c1e
iω0t

2 β 耫 c2e
− iω0t

2 α耩 耨耸耮耸耩

与α+作内积，

i~ 聟c1e
iω0t

2 耽 −~δ 聣聯聳耨ωt耩c2e−
iω0t

2 耨耸耮耹耩

与β+作内积耬

i~ 聟c2e
− iω0t

2 耽 −~δ 聣聯聳耨ωt耩c1e
iω0t

2 耨耸耮耱耰耩

化简：

聟c1 耽 iδ 聣聯聳耨ωt耩e−iω0tc2 耽 iδ
eiωt 耫 e−iωt

耲
e−iω0tc2 耨耸耮耱耱耩

我们考虑共振情况：ω 耽 ω0，略去高频成分（所谓旋波近似，ω本身很大，两边积分时ω 耫 ω0会跑到分母上

去）：

聟c1 耽
iδ

耲
c2, 耨耸耮耱耲耩

同样：

聟c2 耽
iδ

耲
c1. 耨耸耮耱耳耩

我们有

聿c1 耽 −δ
2

耴
c1

解为

c1 耽 A 聣聯聳
δ

耲
t耫B 聳聩聮

δ

耲
t

c2 耽
耲 聟c1
iδ

耽 −i耨−A 聳聩聮
δ

耲
t耫B 聣聯聳

δ

耲
t耩

利用初始条件：

c1 耽 耱, c2 耽 耰

我们知道A 耽 耱, B 耽 耰耮 因此

c1 耽 聣聯聳
δ

耲
t, c2 耽 i 聳聩聮

δ

耲
t 耨耸耮耱耴耩

最终得到

χ耨t耩 耽 聣聯聳耨
δ

耲
t耩e

iω0t
2 |耫〉z 耫 i 聳聩聮耨

δ

耲
t耩e−

iω0t
2 |−〉z 耨耸耮耱耵耩
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|c1|2 耺处于α态几率 耽 聣聯聳2
δ

耲
t

|c2|2 耺处于β态几率 耽 聳聩聮2 δ

耲
t

当 δt
2 耽 π

2 耫 nπ时，自旋翻转。这就是核磁共振！

我们看到在扰动（含时）下，聜定态耢不定，粒子状态跃迁！

计算

〈σz〉 耽 聣聯聳2
δ

耲
t× 耱 耫 聳聩聮2 δ

耲
t耨−耱耩 耽 聣聯聳 δt

〈σx〉 耽 耨聣聯聳
δt

耲
e
−iω0t

2 α+ − i 聳聩聮 σt
耲
e
iω0t

2 β+耩σxχ耨t耩

耽 −i 聳聩聮 δt
耲
聣聯聳

δt

耲
eiω0t 耫 i 聣聯聳

δt

耲
聳聩聮

δt

耲
e−iω0t

耽 耲 聳聩聮
δt

耲
聣聯聳

δt

耲
耨−i耩e

iω0t − e−iω0t

耲
耽 聳聩聮 δt 聳聩聮ω0t

〈σy〉 耽 聳聩聮 δt 聣聯聳ω0t

这给出了自旋矢量时间演化的经典图像耬 如图耸耮耲所示耮

聆聩聧聵聲聥 耸耮耲耺 自旋矢量的期望值的时间演化耮

超越经典物理耺 每次测量只能得到耫耱或者−耱耬 不是聳聩聮耨δt耩 聣聯聳耨ω0t耩耮 我们可计算出σx 耽 ±耱的几率耮

δ反映了扰动的强度。如果δ → 耰耬 σz的期望值可以保持很长时间不变，同时σx, σy也保持为耰耮



耱耴耶 聃聈聁聐联聅聒 耸耮 量子跃迁

8.2 量量量子子子跃跃跃迁迁迁问问问题题题的的的微微微扰扰扰处处处理理理

考虑一个系统，其哈密顿为H0耬 那么能量本征态和本征值由下面方程给出

H0|ψn〉 耽 En|ψn〉. 耨耸耮耱耶耩

根据聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲方程

i~
∂|ψ〉
∂t

耽 H0|ψ〉 耨耸耮耱耷耩

如果初始时刻系统处于|ψk〉耬 那么系统会处于定态

|ψ耨t耩〉 耽 e−i
Ek
~ t|ψk〉 耨耸耮耱耸耩

现在考虑系统受到含时扰动：H ′耨t耩耬 那么聓聣聨聲聿聯聤聩聮聧聥聲方程变为

i~∂|ψ耨t耩〉
∂t

耽 耨H0 耫H ′耩|ψ耨t耩〉.

由于|ψk〉不是H0 耫H ′耨t耩的本征态，满足此方程的解应为

|ψ耨t耩〉 耽
∑
n

cn耨t耩|ψn〉e−i
En
~ t 耨耸耮耱耹耩

即在H0的表象下写解，系数cn耨t耩含时！

t 耽 耰时，cn=k 耽 耱, cn 6=k 耽 耰耬 这是初态。在H ′ 耽 耰的条件下，耨耸耮耱耹耩退化成耨耸耮耱耸耩耺

cn耨t耩 耽 {
耱, n 耽 k

耰, n 6耽 k

在H ′ 6耽 耰时，将耨耸耮耱耹耩代入S − eq耬

i~
∑
n

聟cn耨t耩e
−iEn~ t|ψn〉耫 i~

∑
n

cn耨t耩耨−
iEn
~

耩e−i
En
~ t|ψn〉

耽
∑
n

cn耨t耩e
−iEn~ tEn|ψn〉耫

∑
n

cn耨t耩e
−iEn~ tH ′|ψn〉

化简耬 然后内积〈ψk′ |

i~ 聟ck′e−i
E
k′
~ t 耽

∑
n

cn耨t耩e
−iEnt~ 〈ψk′ |H ′|ψn〉 耨耸耮耲耰耩

可以写为

i~ 聟ck′ 耽
∑
n

eiωk′ntH ′k′ncn, 耨耸耮耲耱耩

其中ωk′n 耽 Ek′−En
~ 耮

考虑H ′ � H0，或者H
′作用时间不长耬 以至ck耨t耩 ≈ 耱耬 ck′ 6=k ≈ 耰耮 保留到一阶小量，上式进一步简化为

（对于k′ 6耽 k耩

i~ 聟ck′ 耽 eiωk′ktH ′k′k, 耨耸耮耲耲耩

k是初态耬k′是末态耮

两边积分

ck′耨t耩 耽
耱

i~

∫ t

0

eiωk′kτH ′k′k耨τ耩dτ 耨耸耮耲耳耩

其中H ′k′k称为跃迁矩阵元耮 此公式忽略了二级小量：比如H ′k′ncn 6=k耮
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ck′耨t耩也写为ck′k耨t耩耬 称为跃迁几率幅耬 目的是强调初态是k耬 到t时刻系统以ck′k的几率幅出现在|k′〉态耨称为

末态耩耮 |ck′k|2称为跃迁几率

|ck′k|2 耽
耱

~2
|
∫ t

0

eiωk′kτH ′k′k耨τ耩dτ |2. 耨耸耮耲耴耩

讨论：

耱 若H ′k′k 耽 耰耬 称为跃迁禁阻，这是选择定则的来源。更深层次的原因是守恒律的要求：如果从k到k′的

跃迁违背了某种守恒律，那么H ′k′k肯定为耰耮

耲 若初态为k′耬 末态为k耬 我们发现

|ckk′ |2 耽
耱

~2
|
∫ t

0

H ′kk′e
−iωk′kτdτ |2

耽 |ck′k|2

粒子从k到k′的跃迁几率等于逆过程的几率，这其实就是激光的原理：电子从低能级可以吸收光子跃迁

到高能级，也可以以同样的几率从高能级放出光子回到低能级。

耳 回看核磁共振

利用跃迁的微扰公式，从α到β的跃迁几率幅

cβα 耽
耱

i~

∫ t

0

eiω0τH ′βα耨τ耩dτ

H ′βα耨τ耩 耽 β+耨−~δσx 聣聯聳ωτ耩α 耽 −~δ 聣聯聳ωτ

ω 耽 ω0时

cβα 耽 −~δ
i~

∫ t

0

聣聯聳ω0τe
iω0τdτ

.
耽
−δt
耲i

与χ耨t耩 ≈ i δt2一致，注意微扰公式适用于t很小！
例：无限深势阱中一个粒子处于基态ψ1，受到一个脉冲势扰动

H ′ 耽

λδ耨x− a
2 耩 耰 < t < T

耰 t > T
耨耸耮耲耵耩

求t时刻之后，粒子处于ψ2, ψ3的几率

解：我们直接写出时间演化解

ψ耨x, t耩 耽
∑
n

cn1耨t耩e
−iEn~ tψn 耨耸耮耲耶耩

时刻t粒子跃迁到ψ2的几率幅为

c21耨t耩 耽
耱

i~

∫ t

0

eiω21τH ′21dτ 耨耸耮耲耷耩

利用

En 耽
~2n2π2

耲ma2
, 耨耸耮耲耸耩

我们算出

ω21 耽
E2 − E1

~
耽

耳~π2

耲ma2
. 耨耸耮耲耹耩
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再计算出跃迁矩阵元

H ′21耨t耩 耽

∫ a

0

√
耲

a
聳聩聮

耲πx

a
λδ耨x− a

耲
耩

√
耲

a
聳聩聮

πx

a
dx 耽 耰

这就是跃迁禁阻耡 导致|c21|2 耽 耰耮

物理上的理解是：即使加上含时微扰，哈密顿量是偶宇称的耨把坐标原点选在势阱中间耩耮 因此宇称是守

恒的耨可以定义空间反射算符，亦即宇称算符，其本征值为±耱，分别对应奇偶宇称耮 该算符与H对易耬 参考钱

伯初书耩耬 因此不可能发生偶宇称到奇宇称的跃迁耮

我们再来计算粒子跃迁到ψ3的几率幅

H ′31耨t耩 耽

∫ √
耲

a
聳聩聮

耳πx

a
λδ耨x− a

耲
耩

√
耲

a
聳聩聮

πx

a
dx 耽 −耲

a
λ

因此当t > T 耬

c31耨t耩 耽
耱

i~

∫ T

0

eiω31τ 耨−耲λ

a
耩dτ

耽
−耲λ
i~a

eiω31τ

iω31
|T0 耽

耲λ

~ω31a
耨eiω31T − 耱耩 耨耸耮耳耰耩

其中ω31 耽 8π2~
2ma2 耮 跃迁几率就是

|c31|2 耽
耴λ2

~2ω2
31a

2
耨耲− 耲 聣聯聳ω31T 耩 耨耸耮耳耱耩

注意此计算成立成立的条件是ω31T � π
2 耬 因为微扰成立的前提是|c31| � 耱耮
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8.3 绝绝绝热热热定定定理理理与与与Berry phase

量子跃迁发生在系统聈聡聭聩聴聯聮聩聡聮随时间变化的情况下。我们来研究两种极端情况耮

耱 突发过程耺 瞬间外部参数改变，Te → 耰耮

例：一维无限深势阱，t 耽 耰时宽度突然由a→ 耲a耮 若粒子初态为基态（宽度为a），求t > 耰时系统处于什么

态？

零时刻的基态为

ψ耨x, 耰耩 耽 {

√
2
a 聳聩聮

πx
a , 耰 < x < a

耰, x < 耰, x > a

能量为E1 耽 ~2π2

2ma2 耮 t > 耰耬 H中V → V ′耬 但是态来不及改变！态仍然是

ψ耨x, 耰+耩 耽 {

√
2
a 聳聩聮

πx
a 耰 < x < a

耰 x < 耰, x > a
耨耸耮耳耲耩

那么这个态显然不是聜新耢阱的基态，处于聜新耢基态的几率怎么计算？

聜新耢本征态应该是：

φn耨x耩 耽 {

√
1
a 聳聩聮

nπx
2a , 耰 < x < 耲a

耰, x < 耰, x > 耲a

用φn去展开耨耸耮耳耲耩耬

c1 耽 〈φ1|ψ耨耰耩〉 耽
∫ a

0

√
耱

a
sin

πx

耲a

√
耲

a
sin

πx

a
dx

|c1|2 耽
耳耲

耹π2

之后怎么演化？

ψ耨x, t耩 耽
∑
n

cnφne
−iE

′
n
~ t, 耨耸耮耳耳耩

其中

E′n 耽
~2n2π2

耲m耨耲a耩2
, cn 耽 〈φn|ψ耨耰耩〉

现在我们来讨论另外一个极端情况：

耲 绝热过程：外部条件缓慢变化，Te � Ti, Ti为聠内部时间耧。

例：一维谐振子，荷电q，初始t 耽 −∞时处于基态ψ0耮 缓慢加上x方向电场，

H ′ 耽 −qεx聥−
t2

τ2

τ就是外部时间，计算t 耽∞时，振子处于ψ1的几率耮

利用微扰方法

c10耨t 耽∞耩 耽
耱

i~

∫ ∞
−∞

H ′10e
iω10t聤t 耨耸耮耳耴耩

其中跃迁矩阵元

H ′10 耽 −qεe−
t2

τ2 〈耱|x|耰〉

耽 −qεe−
t2

τ2

√
~

耲mω
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初末态能量差

ω10 耽
E1 − E0

~
耽 ω →谐振子频率

给出内部时间

Ti 耽
耱

ω

耨耸耮耳耴耩的计算结果为

c10 耽
−qε
i~

√
~

耲mω

∫ ∞
−∞

e−
t2

τ2 +iωtdt

耽
iqε√
耲m~ω

√
πτe−

ω2τ2

4

积分利用了配方：− t2

τ2 耫 iωt 耽 −耨 tτ −
iωτ
2 耩2 − ω2τ2

4 耮

这样跃迁几率为

P10耨∞耩 耽
q2ε2π2τ2

耲m~ω
e−

ω2τ2

2 耨耸耮耳耵耩

讨论耺

耱 耮 τω →∞, P10 → 耰耬 这就是绝热过程，跃迁不发生。

耲 耮 中间任意时间t耬比如t 耽 耰耬 情况怎样？我们需要绝热定理

绝热定理：假设H耨耰耩 到H耨t耩的过程无限缓慢耮 如果粒子开始处于H耨耰耩的第n个本征态ψn耬 要演化

到H耨t耩的第n个本征态耨假设能级分立且不简并，在可以聠跟踪耧本征态时，也适用于简并情形）耮

证明：设H耨t耩的本征态与本征值已知

H耨t耩ψ(t)
n 耽 E(t)

n ψ(t)
n 耨耸耮耳耶耩

这里我用上指标表示H耨t耩的聠瞬时耧本征态和相应本征值。态本身并不含时间。它们仍然构成正交归一基矢

〈ψ(t)
n |ψ(t)

m 〉 耽 δnm.

因此，薛定谔方程

i~
∂

∂t
ψ耨t耩 耽 H耨t耩ψ耨t耩 耨耸耮耳耷耩

的解ψ耨t耩可假设成

ψ耨t耩 耽
∑
n

cn耨t耩ψ
(t)
n eiθn(t) 耨耸耮耳耸耩

的形式，其中

θn耨t耩 耽 −
耱

~

∫ t

0

E(t′)
n dt′ 耨耸耮耳耹耩

如果H耨t耩实际不变，上式其实就是ψ耨t耩 耽
∑
n
cnψne

iEn~ t。

代回耨耸耮耳耷耩

i~
∑
n

聛 聟cnψ
(t)
n 耫 cn 聟ψ(t)

n 耫 icnψ
(t)
n

聟θn聝e
iθn 耽

∑
n

cnHψ
(t)
n eiθn 耨耸耮耴耰耩

其中利用耨耸耮耳耶耩和耨耸耮耳耹耩耬 ∑
n

聟cnψ
(t)
n 聥iθn 耽 −

∑
n

cn 聟ψ(t)
n 聥iθn 耨耸耮耴耱耩

与〈ψ(t)
m |内积：

聟cm 耽 −
∑
n

cn〈ψ(t)
m | 聟ψ(t)

n 〉聥i(θn−θm) 耨耸耮耴耲耩
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利用耨耸耮耳耶耩式的时间导数
聟Hψ(t)

n 耫H 聟ψ(t)
n 耽 聟E(t)

n ψ(t)
n 耫 E(t)

n
聟ψ(t)
n 耨耸耮耴耳耩

我们有

〈ψ(t)
m | 聟H|ψ(t)

n 〉耫 〈ψ(t)
m |H| 聟ψ(t)

n 〉 耽 聟E(t)
n δmn 耫 E(t)

n 〈ψ(t)
m | 聟ψ(t)

n 〉 耨耸耮耴耴耩

对于m 6耽 n耬

〈ψ(t)
m | 聟H|ψ(t)

n 〉 耽 耨E(t)
n − E(t)

m 耩〈ψ(t)
m |

聟
ψ

(t)
n 〉 耨耸耮耴耵耩

能级非简并（假设），代入耨耸耮耴耲耩

聟cm耨t耩 耽 −cm耨t耩〈ψ(t)
m |

聟
ψ

(t)
m 〉 −

∑
n 6=m

cn耨t耩
聟Hmn

E
(t)
n − E(t)

m

ei(θn−θm) 耨耸耮耴耶耩

绝热近似 聟H � 耱 耺

聟cm耨t耩 耽 −cm耨t耩〈ψ(t)
m | 聟ψ(t)

m 〉 耨耸耮耴耷耩

两边除以cm耨t耩耬 积分

cm耨t耩 耽 cm耨耰耩eiγm(t) 耨耸耮耴耸耩

其中

γm耨t耩 耽 i

∫ t

0

〈ψ(t′)
m | 聟ψ(t′)

m 〉dt′ 耨耸耮耴耹耩

利用波函数归一性和〈α|β〉 耽 〈β|α〉∗耬 可以证明γ为实数。
考虑到初态为ψn 耽 ψ

(0)
n 耬 所以cn耨耰耩 耽 耱, cm 6=n耨耰耩 耽 耰耬 我们有

ψ耨t耩 耽 ψ(t)
n eiθn(t)eiγn(t) 耨耸耮耵耰耩

仍然在第n个瞬时本征态，θn称动力学相因子，对E
(t)
n 不随时间变化的情况，θn耨t耩 耽 −iEn~ t耮 请注意多了一

个相因子γn耨t耩耮 γn耨t耩所有人都认为没意义，直到耱耹耸耴耮
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几个例题。

例：考虑一个自旋 1
2粒子耬 磁矩为µ耬 处于z向磁场B0中耬 初始时刻耨t 耽 耰耩σz 耽 −耱（自旋向下）耮 后加上x

方向磁场B1 � B0，求t > 耰时刻自旋向上的几率耮（设~µ 耽 −e
mc~s）

t < 耰, H0 耽 −~µ · ~B0 耽
eB0~
耲mc

聞σz 耽
~ω0

耲
聞σz

t ≥ 耰, 加上H ′ 耽 −~µ · ~B1 耽
eB1~
耲mc

聞σx 耽 ~δ 聞σx

sz表象下

H0 耽
~
耲

(
ω0 耰

耰 −ω0

)
, H ′ 耽

~
耲

(
耰 耲δ

耲δ 耰

)
首先，我们利用含时微扰计算。其实是在H0的表象看问题耮 初始时刻χ耨耰耩 耽 β耬 由于B1很小，粒子待

在β态的几率约等于耱耬但是有小概率跃迁到α态耮

若不加上H ′耬 χ耨t耩 耽 βe−i
Eβ
~ t 耽 βei

ω0
2 t,定态耮 现在加上H ′耬

χ耨t耩 耽 cα耨t耩αe
−iω0

2 t 耫 cβ耨t耩βe
i
ω0
2 t. 耨耸耮耵耱耩

套公式

cα耨t耩 耽
耱

i~

∫ t

0

H ′αβe
iωαβτdτ 耨耸耮耵耲耩

其中ωαβ 耽 ω0耬 H
′
αβ 耽 α+H ′β 耽 ~δ耮 得到

cα耨t耩 耽 −iδ
∫ t

0

eiω0τdτ 耽 − δ

ω0
耨eiω0t− 耱耩 耨耸耮耵耳耩

几率

|cα耨t耩|2 耽
耴δ2

ω2
0

sin2ω0

耲
t 耨耸耮耵耴耩

结果只适用于短时间t耮

我们还可以考虑以上过程实际上是瞬时完成的：突然H0 → H 耽 H0 耫H ′耮 然后在H表象中看问题。为此

先求H 耽 H0 耫H ′的本征态耮 由久期方程：∣∣∣∣∣ ω0

2 − λ δ

δ −ω0

2 − λ

∣∣∣∣∣ 耽 耰,

得到两个本征值

λ1,2 耽 ±
√
ω2

0

耴
耫 δ2 ≈ ±ω0

耲
耨耱 耫

耲δ2

ω2
0

耩 耨耸耮耵耵耩

和对应的两个本征态耺 由λ1

c1
c2

耽
δ

λ1 − ω0

2

≈ ω0

δ
耨耸耮耵耶耩

得

φ+ 耽
耱√

ω2
0 耫 δ2

(
ω0

δ

)
≈ α耫

δ

ω0
β.耨δ的一阶耩

注意：如果考虑B1/B0 ≈ θ耬 总磁场与聺轴的夹角，那么上式其实就是σn的本征矢耮

类似地：

φ− 耽
耱√

ω2
0 耫 δ2

(
−δ
ω0

)
≈ − δ

ω0
α耫 β
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物理是这样的：t 耽 耰, χ耨耰耩 耽 β，突然加上H ′耬 将初态在新哈密顿量本征态下展开：

χ耨耰耩 耽 β
展开
耽 c1φ+ 耫 c2φ− 耨耸耮耵耷耩

然后开始演化耬 注意E1,2 耽 λ1,2~耬

χ耨t耩 耽 c1φ+e
−iλ1t 耫 c2φ−e

−iλ2t

c1 耽 φ†+β 耽
δ√

ω2
0 耫 δ2

≈ δ

ω0

c2 耽 φ†−β 耽
ω0√
ω2

0 耫 δ2
≈ 耱

处于α的几率幅

cα 耽 α†χ耨t耩 耽 c1e
−iλ1t 耫 c2耨

−δ
ω0

耩eiλ1t 耨耸耮耵耸耩

≈ 耲δ

ω0
i 聳聩聮

ω0

耲
t

这里利用了λ1 耽 −λ2耮

|cα|2 耽
耴δ2

ω2
0

聳聩聮2 ω0

耲
t 耨准确到δ2耩

与含时微扰结果是一致的！

从耨耸耮耵耸耩严格地求解cα：

cα 耽
−耲δi√
ω2

0 耫 δ2
聳聩聮

√
ω2

0

耴
耫 δ2t 耨本征态有近似耩

现在我们考虑如果是缓慢加上H ′耬 情况会怎样？

H ′耨t耩 耽 H ′e
t
τ 耨−∞ < t < 耰耩从−∞起

cα耨t
′耩 耽 − i

~

∫ t′

−∞
H ′αβe

t
τ +iω0t聤t

耽 − i
~
~δ
e( 1
τ +iω0)t

1
τ 耫 iω0

|t
′

−∞

耽 − δ

ω0
eiω0t

′
耨τ →∞耩

χ耨t′耩 耽 βe
iω0t

′
2 耫 耨− δ

ω0
耩eiω0t

′
αe−

iω0t
′

2

耽 聛β 耫 耨− δ

ω0
耩α聝e

iω0t
′

2

括号内的态刚好是t′时刻的瞬时本征态耮

与绝热定理公式对比耺 θn耨t耩（在忽略δ
2时）耽 ω0t

′

2 ，只差一个iγn耨t
′耩相因子，它是多大呢？
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8.3.1 Berry phase

前面我们证明了初态为H耨耰耩的第n个本征态ψ
(0)
n ，绝热过程到H耨t耩时，粒子仍处于第n个本征态ψ

(t)
n 耮 但是增

加了两个相因子。物理上H耨t耩的演化是由于某些参数~R耨t耩随时间变化导致的耮 因此，耨耸耮耴耹耩可以改写为

聟γn耨t耩 耽 i〈ψ(t)
n |

∂

∂t
ψ(t)
n 〉

耽 i〈ψ(t)
n |

∂

∂ ~R
ψ(t)
n 〉 ·

∂ ~R

∂t

积分

γn耨t耩 耽 i

∫ t

0

〈ψ(t′)
n |

∂

∂t′
ψ(t′)
n 〉dt′ 耽 i

∫ ~R(t)

~R(0)

〈ψn耨~R耩|
∂ψn耨~R耩

∂ ~R
〉 · d~R 耨耸耮耵耹耩

注意

i〈ψn耨~R耩|
∂

∂ ~R
ψn耨~R耩〉 耽 i

〈ψn耨~R耩|ψn耨~R耫老~R耩〉 − 〈ψn耨~R耩|ψn耨~R耩〉
老~R

耨耸耮耶耰耩

为矢量耬 称为聂聥聲聲聹 聣聯聮聮聥聣聴聩聯聮耨贝里联络）耮

前人只注意到~R是一维的情况，此时耬如果系统外参量回到初始情况耬 R耨t耩 耽 R耨耰耩耬 耨耸耮耵耹耩中积分恒为耰耮

聂聥聲聲聹在耱耹耸耴年首先注意到~R在二维以上闭合路径的积分

γn耨T 耩 耽 i

∮
〈ψn耨~R耩|∇Rψn耨~R耩〉 · d~R 耨耸耮耶耱耩

可以不为零！因此称为聂聥聲聲聹 聐聨聡聳聥耮

将路径积分写成面积分，对~R包围的面积~S

γn耨T 耩 耽 i

∫∫
S

∇R × 〈ψn耨~R耩|∇Rψn耨~R耩〉 · d~S 耨耸耮耶耲耩

其中

i∇R × 〈ψn耨~R耩|∇Rψn耨~R耩〉 耨耸耮耶耳耩

称为贝里曲率耮

贝里联络与贝里曲率的关系类似于磁感应强度 ~B与矢势 ~A的关系耺

i〈ψn耨~R耩|∇~Rψn耨
~R耩〉 → ~A

i∇R × 〈ψn耨~R耩|∇~Rψn耨
~R耩〉 → ~B

而聂聥聲聲聹 聰聨聡聳聥可以看作磁通！

γn耨T 耩 耽 耈 耽

∫∫
S

~B · d~S →磁通

聂聥聲聲聹 聰聨聡聳聥经典例子：

考虑以恒定角速度ω绕z轴旋转的磁场 ~B耨t耩 中的一个电子耮 磁场转速无限缓慢。

H耨t耩 耽 −~µ · ~B 耽
e~
耲mc

~σ · ~B,

耽
~ω0

耲

(
聣聯聳 θ, 聳聩聮 θe−iωt

聳聩聮 θeiωt, − 聣聯聳 θ

)

磁场旋转的角速度为ω耬因此磁场方向的ϕ角等于ϕ 耽 ωt耮 ~ω0是能级能量差，由聂大小决定。

我们知道耨耸耮耶耴耩的两个本征态为

χ
(t)
+ 耽

(
聣聯聳 θ2

聳聩聮 θ
2e
iωt

)
, χ

(t)
− 耽

(
聳聩聮 θ

2e
−iωt

− 聣聯聳 θ2

)
耨耸耮耶耴耩
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我们在t 耽 耰时，令电子处于

χ耨耰耩 耽 χ
(0)
+ 耽

(
聣聯聳 θ2
聳聩聮 θ

2

)

根据绝热定理耬 旋转一周后耨tω 耽 耲π耩

χ耨t耩 耽 χ
(t)
+ eiθ+(t)+iγ+(t) 耨耸耮耶耵耩

其中

θ+耨t耩 耽 −耱

~

∫ t

0

E+耨t
′耩dt′ 耽 −耱

~
~ω0

耲
t 耽 −ω0t

耲
由于能量一直不变！

γ+耨t耩 耽 i

∮
〈χ+耨 ~B耩|∇Bχ+耨 ~B耩〉 · d ~B

磁感应强度矢量就是我们的随时间变化参量耬 哈密顿量的瞬时本征矢实际是它决定耮 对χ的梯度实际是对本征

态耨耸耮耶耴耩中的磁场相关参数进行！
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根据球坐标下梯度公式：

∇Bχ+ 耽
∂

∂B
χ+

聞B 耫
耱

B

∂χ+

∂θ
聞θ 耫

耱

B 聳聩聮 θ

∂χ+

∂ϕ
聞ϕ

耽
耱

B

(
− 1

2 聳聩聮 θ
2

1
2 聣聯聳 θ2e

iϕ

)
聞θ 耫

耱

B 聳聩聮 θ

(
耰

i 聳聩聮 θ
2e
iϕ

)
聞ϕ

再计算内积：

χ†+∇Bχ+ 耽
耱

耲B
耨− 聳聩聮

θ

耲
聣聯聳

θ

耲
耫 聳聩聮

θ

耲
聣聯聳

θ

耲
耩聞θ 耫

i

B 聳聩聮 θ
聳聩聮2 θ

耲
聞ϕ

耽
i 聳聩聮2 θ

2

B 聳聩聮 θ
聞ϕ

聂聥聲聲聹 聣聯聮聮聥聣聴聩聯聮

A 耽 iχ†+∇Bχ+ 耽 −
聳聩聮2 θ

2

B 聳聩聮 θ
聞ϕ 耨耸耮耶耶耩

直接作环路积分，可以得到

γ+ 耽 −耱

耲
耊 耽 π耨聣聯聳 θ − 耱耩 耨耸耮耶耷耩

也可以求聂聥聲聲聹曲率，作环路包围的曲面积分。求旋度

∇× 〈χ+|∇χ+〉 耽
耱

B 聳聩聮 θ

∂

∂θ
聛聳聩聮 θ

i 聳聩聮2 θ
2

B 聳聩聮 θ
聝 聞B 耽

i

耲B2
聞B

聂聥聲聲聹曲率

~B 耽 − 耱

耲B2
聞B 耨耸耮耶耸耩

因此

γ+耨T 耩 耽 −
∮ 聞B

耲B2
· d~S

取球面积分：

γ+ 耽 −耱

耲
耊 耽 耨聣聯聳 θ − 耱耩

耲π

耲
耽 π耨聣聯聳 θ − 耱耩

耊是磁场在球面上扫过一周所包围的面积对应的立体角。可以证明不管怎样设计闭合回路耨磁场耩，最终

的聂聥聲聲聹 聰聨聡聳聥等于磁场矢量扫过立体角的耨负耩一半！这也是为什么聂聥聲聲聹 聐聨聡聳聥又称几何相因子！

以上公式也可以根据χ耨t耩的严格解来验证耮

耨请参考聇聲聩耎聴聨聳书上内容耩耮

设t 耽 耰耬自旋χ耨耰耩 耽 χ+耨耰耩

精确求解S − eq耺

χ耨t耩 耽

(
耨聣聯聳 λt2 − i

ω0−ω
λ 聳聩聮 λt

2 耩 聣聯聳 θ2e
− iωt2

耨cosλt2 − i
ω0−ω
λ sinλt2 耩 聳聩聮 θ

2e
iωt
2

)

λ 耽
√
ω2 耫 ω2

0 − 耲ωω0 聣聯聳 θ

跃迁几率：

|〈χ耨t耩|χ−耨t耩〉|2 耽 耨
ω

λ
sinθsin

λt

耲
耩2 耨耸耮耶耹耩

注意耺 Te 耽
1
ω , Ti 耽

1
ω0
即ω � ω0耮 此时λ→ ω0 耨耸耮耶耹耩变为

|c−+|2 耽 耨
ω

ω0
sinθsin

ω0t

耲
耩2 → 耰 耨耸耮耷耰耩

这正是绝热定理结论耮

相反，当Te � Ti耬即ω0 � ω耬 我们有λ→ ω耬 跃迁几率为

|c−+|2 耽 |sinθsinω
耲
t|2 耨耸耮耷耱耩



耸耮耴耮 光的吸收与辐射 耱耵耷

8.4 光光光的的的吸吸吸收收收与与与辐辐辐射射射

考虑一个单价原子，比如钠原子耮 其价电子的哈密顿为（忽略精细结构）

H0 耽
P 2
r

耲µ
耫

L2

耲µr2
耫 V 耨r耩

能级为Enl，本征态ψnlm 耽 RnlYlm耮 假设光波沿y方向入射耬 单色ω，z方向线偏振耮 与价电子的相互作用为

聆聩聧聵聲聥 耸耮耳耺 聡耮 平面电磁波的电场耮 聢耮 与原子大小相比，每个时刻电场是聠匀强耧的。

HI 耽 −耨−e~r耩 · ~E耨y, t耩, 耨耸耮耷耲耩

−e~r为电偶极矩耮 ~E耨y, t耩是光的电场。 ~E耨y, t耩 耽 ~E0 聣聯聳耨ωt− ky耩耮 其中波矢量k 耽 2π
λ , λ ≈ 耵耰耰耰

◦
A耮 因此原子尺

度下电场可以看作是空间均匀的。所以

HI 耽 ezE0 聣聯聳耨ωt耩 耨耸耮耷耳耩

HI中忽略了−~µ · ~B耬 因为µ ∼ µB 耽 e~
2mec
与D ∼ ea0 耽 ~2

eme
的比是耱 耺 耱耰耰耬 同时高斯制下|B| ∼ |E|耮

聆聩聧聵聲聥 耸耮耴耺 电子的跃迁

假设原子初态为ψ1耬 我们来计算跃迁到ψ2的几率耮 设ψ2, ψ1能量差为~ω0耮 即

ψ耨耰耩 耽 ψ1,

ψ耨t耩 耽
∑
n

cn耨t耩e
−iEn~ tψn,

其中c1 ∼ 耱耮 根据跃迁微扰公式

c21耨t耩 耽
耱

i~

∫ t

0

H21耨τ耩e
iω21τdτ 耨耸耮耷耴耩
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聆聩聧聵聲聥 耸耮耵耺 吸收与受激辐射

其中

ω21 耽 ω0,

H21耨τ耩 耽 耨ψ2, ezE0 聣聯聳ωtψ1耩

耽 耨ψ2, zψ1耩eE0 聣聯聳ωt

≡ z21eE0 聣聯聳ωt

定义耊r ≡ ez21E0

~ （拉比频率），一般~耊R � ~ω21耬 所以可以用微扰方法处理。因此

c21耨t耩 耽
耱

耲i~
~耊R

∫ t

0

耨eiωτ 耫 e−iωτ 耩eiω0τdτ 耨耸耮耷耵耩

利用所谓的聠旋光耧近似：即忽略对聥−i(ω+ω0)τ的积分，因为积分后有很大的分母。我们有

c21耨耵耩
.
耽

耊R
耲i

耱

i耨ω0 − ω耩
聛e1(ω0−ω)t − 耱聝

耽
−耊R
耲老ω

聛ei∆ωt − 耱聝

我们得到跃起几率

|c21|2 耽
|耊R|2 聳聩聮2 ∆ω

2 t

老ω2
耨耸耮耷耶耩

如果入射光与原子共振耬 即ω 耽 ω0耬

|c21|2 →
|耊R|2

耴
t2 耨耸耮耷耷耩

一旦成功，原子吸收或放出一个光子，其能量为~ω0！

实际情况下，电磁波不是完全聜单色耢的耮 设E0耨ω耩是频率为ω的场强耬 1
8πE

2
0耨ω耩 耽 ρ耨ω耩耬 为能量密度（单位

频宽）耮

考虑每个频率的贡献，就是对耸耮耷耵作频率积分（各频率的效果独立）

|c21|2 耽

∫
e2|z21|2E2

0耨ω耩

~2

sin2 ∆ω
2 t

老ω2
dω 耨耸耮耷耸耩

我们来计算P 耨ω耩 耽
sin2 ∆ω

2 t

∆ω2 。在给定时间t耬 其大小如图聆聩聧耮 耸耮耶耮

当t→∞耬 我们可以将其写为

P 耨ω耩→ tδ耨ω − ω0耩
π

耲

于是

|c21|2 耽
耴π2

~2
ρ耨ω0耩e

2|z21|2t 耨耸耮耷耹耩

或者

|c21|2 耽
π

耲
|耊R耨ω0耩|2t

容易算出跃迁速率
d|c21|2

dt
≡ R21 耽

耴π2

~2
e2|z21|2ρ耨ω0耩 耨耸耮耸耰耩
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聆聩聧聵聲聥 耸耮耶耺 各个频率对跃迁几率的贡献

聆聩聧聵聲聥 耸耮耷耺 任意方向电场强度相对于~r21耮
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现在考虑光线来自任意方向，且极化方向任意（非偏振）耮

计算HI 耽 e~r · ~E 聣聯聳ωt的矩阵元耮

HI
21 耽 耨ψ2, ~rψ1耩 · e ~E0 聣聯聳ωt 耽 ~r21 · ~E0e 聣聯聳ωt 耨耸耮耸耱耩

聒聡聢聩频率改写为

耊R 耽
~r21 · ~E0e

~
耨耸耮耸耲耩

耨耸耮耷耵耩式仍成立，但是需要对 ~E0作任意角度的平均耮

选~r21方向为聜新的耢z方向，θ为 ~E与~r21的夹角耮

|c21|2 耽 耨
e|~r21|E0

~
耩2
∫

聣聯聳2 θ
sinθdθdφ

耴π
耽
e2|r21|2E2

0

耳~2

sin2 ∆ω
2 t

老ω2
耨耸耮耸耳耩

最终跃迁速率：

R21 耽
耴π2e2|r21|2

耳~2
ρ耨ω0耩 耨耸耮耸耴耩

其中 4π2e2|r21|2
3~2 为B21 称为聅聩聮聳聴聥聩聮系数耮

现在我们讨论~r21的计算耮

设ψ1为ψnlm耬 ψ2为ψn′l′m′ 耮 我们知道波函数的宇称（奇偶性）由耨−耱耩l决定耮 要使

~r21 耽 耨ψn′l′m′ , 耨x, y, z耩ψnlm耩

不为零，

• 由于~r为奇函数，所以必须老l 耽 ±耱耮

• z 耽 r 聣聯聳 θ耮 由聣聯聳 θYlm 耽 aYl+1,m 耫 bYl−1,m ⇒ 老l 耽 ±耱,m′ 耽 m

• x 耽 r
2sinθ耨e

iφ 耫 e−iφ耩耬 由于聳聩聮 θe±iφYlm 耽 cYl+1,m+1 耫 dYl−1,m±1

⇒ 老l 耽 耱,m′ 耽 m± 耱

• y同样

以上为选择定则耮

如果考虑精细结构ψ1为ψnlhmj , ψ2为ψn′l′j′m′j 耮 同样计算~r21，可得选择定则：老j 耽 耰,±耱耻老l 耽 ±耱,老mj 耽

耰,±耱耮

8.4.1 自自自发发发辐辐辐射射射

以上讨论中光场仍是经典描述，所以无法得到自发辐射耮 在没有入射光的情况下，原子无法自己从高能级跃

迁到低能级。但聅聩聮聳聴聥聩聮通过讨论热平衡系统巧妙地导出了自发辐射耮

考虑一个容器中N个原子耮 其中N2个原子在ψ2 态，N1个在ψ1耮

由于热平衡

N1

N2
耽
e−

E1
kT

e−
E2
kT

耽 e
~ω
kT 耨耸耮耸耵耩

此平衡怎样实现？

聅聩聮聳聴聥聩聮认为原子跃迁由吸收与受激辐射，加上自发辐射导致耮 电磁场能量，密度设为ρ耨ω耩耮 B12ρ耨ω耩耺 单

位时间从ψ2 → ψ1的几率耻 B21ρ耨ω耩耺 单位时间从ψ1 → ψ2 的几率耮

因此有如下速率方程：

dN1

dt
耽 N2B12ρ耨ω耩−N1B21ρ耨ω耩 耫N2A12 耽 −dN2

dt
耨耸耮耸耶耩
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聆聩聧聵聲聥 耸耮耸耺 容器中的大量两能级原子的热平衡

其中N2A12就是必须有的自发辐射项，否则无法实现耨耸耮耸耵耩分布！

平衡时
dN1

dt
耽 −dN2

dt
耽 耰 耨耸耮耸耷耩

所以

ρ耨ω耩 耽
A12

N1

N2
B21 −B12

耽
A12

e
~ω
kT B21 −B12

耨耸耮耸耸耩

聅聩聮聳聴聥聩聮当时已知道聐聬聡聮聣聫的黑体辐射公式

ρ耨ω耩 耽
~

π2c3
ω3

e
~ω
kT − 耱

耨耸耮耸耹耩

比较耨耸耮耸耸耩与耨耸耮耸耹耩，可知耺

耱 B12 耽 B21耬 我们已知

耲 A12 耽 B12
~ω3

π2c3

第耲个关系是聜自然耢的，从高E →低E耬 这个我们暂时不能推导，需要光场量子化。耨耱耩式在当时是令人震惊

的！是聅聩聮聳聴聥聩聮的伟大发现！但是我们现在可以推导了。

我们来研究激发态的寿命耮 假定注入容器大量激发态原子（失去热平衡）

dN2

dt
耽 −A12N2 耨耸耮耹耰耩

可以解出

N2耨t耩 耽 N2耨耰耩e
−A12t 耨耸耮耹耱耩

可以定义

τ 耽
耱

A12
耨耸耮耹耲耩

作为激发态的寿命耮
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